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O reoMeTpujcKHM KOHCTpy ki^ii j aMa ca HenpucTyna^HHM 

eneMeHTHMa 

MOMHMJIO KOCMAJAU , [, U,eTiM>e 

OnniTa Teopnja reoMeTpujcKnx KOHCTpyKi^M j a noMohy Jiemnpa h mecTapa, 
oGhhho ce 3acHMBa Ha HWEbeHnijaMa a a ce Kpo3 flBuje pa3JmnHTe Tanxe MOJKe no- 
CTaBMTM npaBa, 3aTMM fla ce Moxce ao6htm Tanxa Kao npecjeK ABnjy npaBnx (Ha- 
paBHo cBe obo noMohy jieitMpa) m ^a ce noMohy mecTapa MOJKe KOHCTpyncaTH Kpyr, 
axo My je no3HaT nojiojKaj HberoBor ijempa h BeJiMHMHa HberoBor nojiynpenHHKa. 

y npaKcn OBe HrnteHMije Mory, ajin He Mopajy 6 htm wcnyiteHe. 3a pemaBaite 
cneiiwjajiHMx TunoBa 3 a^aTaKa cJiy>KHMO ce pa3HOBpcHMM KapTaMa pa 3 JinnnTMx 
pa3Mjepa m noMohy ibmx o^pe^yjeMO TpaxteHe ejieMeHTe OAroBapajyhnx cfrurypa. 
Ca oBaKBMM 3aAauMMa m HanwHOM pemaBan>a Bpjio necTO ce cpeTajy Ha TepeHy 
MHJKMHsepM m TexHunapn. Ha TepeHy npn Mj epcitMMa m KOHcTpyKijujaMa HeMoryhe 
je y CBaxy Tanxy nocTaBMTM reoAeTCKH MHcTpyMeHT h cBaKH npaBOJiMHHj ckh nyT 
HHje npHCTynanaH, tj. nojeAWHH eJieMeHTM Ha tom nyTy cy HenpncTynaHHM. y Be3n 
ca thm oKOJiHOCTHMa noHHKJia je m pa3BMJia ce MaTeMaTHHKa Teopuja reoMeTpujcKnx 
KOHcTpy ki^h j a ca nenpucTynaHHMM eJieMeHTHMa Koja AaHac nrpa HeoSnnHO Baxoiy 
yjiory y npaKTHHHoj reoMeTpuju, na je cTora h HopMajiHo ^a ce HauiM cpeAEbO- 
uikojhjh yno3Hajy ca ocHOBaMa Te Teopnje, jep Mjepen>MMa Ha TepeHy hobmm npo- 
rpaMHMa 3a ocHOBHy uiKOJiy, a caMMM thm h 3a rMMHa3Mje abto je npaBO MjecTO. 

Jom 1774. r. HiBajijapcKH MaTeMaTMnap I. H. Lambert* y kh>h 3M »Cjio6oAHa 
nepcneKTHBa« #ao je pemeita HeKnx npocTMjwx KOHCTpyKTMBHnx 3aAaTaxa ca hc- 
npHCTynanimM ejieMeHTMMa. Oa Ta^a na ao AaHac Ta Teopnja ce pa3Bnjajia, Taxo 
Aa OHa caAa npeTCTaBJta jeAHy M3rpa^eHy rpaHy reoMeTpnje, noMohy Koje npaK- 
TMnapn jiaKO pemaBajy 3aAaTKe Ha TepeHy. 

IIojaBOM HenpMCTynaHHMx eJieMeHaTa y pa3HMM 3aAaijHMa Mnjema ce o6hhho 
nocTynaK reoMeTpnjcKor pemaBaita TaKBnx 3aAaTaKa 11 tok pemaBaita je Heiirro 
KOMnAMKOBaHMjM oa yobMnajeHor. 

y obom HJiaHKy 6whe roBopa o pemaBajy TaKBnx 3aAaTaKa h to caMO ohhx 
K ojn cy y Be3M ca no3naTOM MaTepujoM H3 njiaHHMeTpwje, jep cMCTeMaTcico H3Jia- 
raite Teopnje reoMeTpnjcKnx KOHCTpyKi^nja ca HenpncTynaHHHM ejieMeHTMMa 3axTH- 
jeBa cojimaho no3HaBan>e ochobhhx TeopeMa npo j eKTHBHe reoMeTpnje (ocobwHe noT- 
nyHor neTBOpoyrJia, Desargues-ovu** TeopeMy, Papo*-Pascal-ovu*** TeopeMy, oco- 
6nHe nojiape n AP-) 

* I. H. Lambert (1728 — 1777 r.) je no3HaT no cbom npnjiory o napane/mviM JiHHHjaMa y cBojoj *TeopwjH 
iiapajicjnmx jihhh ja* . 

* Papo H3 AjieKcaHflpnjc (III BnjeK npnje name epe). 

** Dcsargues (1593 — 1662) je c^paHuycKH AurreMaTHnap, Kojn je no3HaT y npo j okthbho j reoMeTpnjn no 
CBojoj TeopcMn. 

*** Pascal B. (1623 — 1662) je cfcpaimycKH MaTewaTHnap. 
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npnje Hero npe^eMO Ha caMe 3 a^aTKe yno 3 HaheMo ce ca n 3 BjecHMM aKcno- 
MaMa m AecJ)MHM4MjaMa. 

RecpuHuViiija 1 . 

TanKa je »HenpncTynanHa«, ano je Ha^ h>om HeMoryhe npHMPi j chmth aKcnoMe 
KOHcTpyKTMBHe reoMeTpnje, Tj. aKCHOMe JieH>wpa m mecTapa. 

Akcuomcl JieTbupa. 

JleitMpoM je Moryhe M 3 BecTn cJie^ehe KOHCTpyKijnje: 

a) KOHCTpyucaTM ayjK cnajajyhw flBHje pa 3 JinnnTe CTajiHe Tanxe; 

b) KOHCTpyucaTM npaBy Koja npojia 3 n Kpo 3 flBHje CTajiHe TanKe; 

c) KOHCTpywcaTH nojiynpaBy (3paK) Koja M3Jia3n H3 #aTe TanKe a npojia3M 
Kpo3 flpyry TanKy. 

Akcuomcl mecrapa. 

IIIecTapoM ce Mory H 3 BecTn cJie^ehe KOHCTpy kljm j e : 

a) KOHCTpywcaTH Kpyr aKO je flaT ijeHTap Kpyra u iteroB nojiynpenHHK 

b) KOHCTpyucaTM cBaKM ofl ABa flonyHCKa Jiyna Kpyra, aKO cy aaTM H>eroB 
qeHTap h KpajeBM tmx JiyKOBa. 

ffe(puuuu,uja 2 . 

reoMeTpwcKa c^wrypa je »HenpncTynanHa«, aKO cy CBe H>eHe TanKe HenpncTy- 
nanHe. 

Recfi uuuvtuja 3 . 

3a HenpucTynanHy TanKy Kaxte ce #a je no3HaTa, aKO cy KOHCTpywcaHe ABnje 
npaBe Koje H>OMe npojia3e. (cji. 1). 





Ako je HenpncTynaHHa Tanxa P no 3 HaTa 03 HanaBaM 0 je ca P (a, b), jep je o#- 
pe^eHa npaBMMa a m b. (bm^m cji. 1 ). 

A ca#a eBO hckojimko 3a^aTaKa ca HenpncTynanHHM ejieMeHTHMa. 

3 adaTa,K 1 . 

Kpo 3 AaTy TanKy M nocTaBHTH npaBy MP, ano je TanKa P (a, b) no 3 HaTa He- 
npucTynanHa Tanxa (cji. 2). 

PeuieTbe: 

Kpo 3 TanKy M nocTaBHMO 6 hjio Kojy npaBy m Koja cnjene AaTe npaBe a u b 
y o^roBapajyhnM TanxaMa A n B. Ochm H>e nocTaBHMO join je^Hy npaBy n || m, 
TaKo a a OHa cnjene a w b y TanKaMa A 1 n B v Ha^MMO TaKBy TanKy M l a a oHa 
flHjejm p,y 7 K A 1 B 1 y mctom o^Hocy y KojeM Tanxa M A^jejin Ay^K AB, t. j. HeKa je 
AM : MB = A 1 M 1 : M 1 B 1 . Ta^a je npaBa MM 1 TpaxceHa npaBa, tj. OHa Mopa npo- 
jia 3 HTM Kpo 3 P. (OSjacHH Ha ocHOBy nera). 

3 adaTdK 2 . 

IIoflHjejmTH y astom o^Hocy m : n (m n n cy MjepHn SpojeBM astux ^yjKn) 
AyjK AB, aKo je je^aH oa meHnx KpajeBa (Ha np. B) HenpncTynanaH. (cji. 3). 



— 
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Pemeite: 

nocTaBHMO Kp03 A nojiynpaBy AL, 
Kao iuto je Ha cji. 3 m npenecMMO Ha 
H>y AM = m, MN = n. KoHCTpyrnnu- 
mo npaBy BN (aHajiorHO 3aA- 1) h no- 
cTaBMMO Kpo3 M npaBy MM’ |) BN. Ilpa- 
Ba MM’ cHjene AB y TanKH X, t. j. 
AX : XB = m : n. 




OBa KOHCTpy kljm j a je n3BOAJBHBa m 
y cJiynajy Ka^a cy o6a Kpaja rytkw . AB 
HenpwcTynaHHa. y tom CJiynajy BaH 
jjyjKii AB o^aGepe ce npon 3 BOJBHa 
TanKa N, ay>k AN Awjejm ce y abtom o^HOcy npeMa 
npahaMO Ha Beh onucaHy KOHCTpyKijujy. 



Cji. 3 

HaBe^eHOM nocTynKy, 



a 



3BTMM Ce 



3adaTCLK 3. 

flaTe cy Tpn TanKe A, B h C Koje Jiexce Ha je^noj npaBoj a, npw neMy je TanKa 
C HenpucTynanHa. Hahn TaKBe OTcjenKe m h n, A a Gh oahoc AC : BC Guo je#naK 
oflHocy m : n. (cji. 4). 

PemeTbe: 

Hena je C’ npon 3 BOJBHa TanKa Ha npaBoj c, KOja npojia3M Kpo3 HenpucTynanHy 
TaHKy C. nocTaBHMO BM || CC’. HeKa npaBa BM cwjene AC’ y tbhkh B\ TaAa je 
jacHo as mm a mo Beh TpajKeiiM oahoc AC : BC = AC’ : B’C’ = m : n. (3aiuTO?). 

3adaraK 4. 

A vi B cy flBnje no 3 HaTe HenpwcTynanHe TanKe. Kpo3 AaTy TanKy P nocTaBMTw 
npaBy napajieJiHO npaBoj AB. (cji. 5). 

Pewen>e: 

KoHCTpynuiHMO npaBy PA (cjihhho 3aAaTKy 1). HeKa je C npon3BOJBHa TanKa 
npaBe PA. OAPeAWMO oahoc AC : PC (cJiwnHO 3aAaTKy 3). IIoAHjejmMO ay^k BC 
TanKOM D y tom OAHOcy hctom (cjihhho 3aAaTKy 2). TaAa je npaBa PD Tpa^KeHa 




npaBa, jep je A PDC — A ABC , nouiTO hcth MMajy 3 ajeAHMHKH yrao koa C m cTpaHe 
cy hm nponopijHOHajme , T j. AC : PC = BC : DC, to npaBa PD Mopa Ghth napa- 
jiejma ca AB. 

Ha OBaj 3 aAaTaK jibko ce cboah 3aAaTaK o KOHCTpyKijM j vi HopMajie Kpo3 AaTy 
TanKy y OAHOcy Ha AaTy npaBy Koja npoJia3M Kpo3 ABHje no3HaTe HenpncTynanHe 



TanKe. 



52 



3adaTaK 5. 

OflpeflWTH cMMeTpajiy yrjia (a, b), ano je iteroBO TjeMe HenpncTynanHO (cji. 6). 
HeKa je P (cji. 6) npow3BOJbHa TanKa Ha npaBoj b. KoHCTpyuuinMO npaBy a* 
Koja npojia3H Kpo3 P, a || je npaBoj a. M3 TanKe P Kao ijeHTpa onnmeMO Kpyr k 
npow 3 BOJBHor nojiynpenHHKa. HeKa OBaj cnjene npaBe a’ ii b y oAroBapajyhnM Tan- 
KaMa A* m B. ripaBa AB rpa^n ca npaBMMa a h b jeAHaKe yrjiOBe, jep OHa 



npojia3H Kpo 3 A\ a PA’ || ca OA, a ochm Tora n PA’ = PB, Tj. A A’PB je paBiio- 
KpaKH, a caMiiM tmm vl A AOB ca bpxom y O-TjeMe AaTor yrjia. Ha ociiOBy Tora 
Tpa>KeHa cuMeTpajia Mopa npojia3MTH Kpo3 cpeAnny M aY>kh ABA. Ha iboj. 
3adaTa,K 6. 

Ha £aToj npaBoj a npeHujeTH oa M3BjecHe HenpncTynanHe Tanne A ay?k jeA- 
HaKy A^Toj aY^km. (cji. 7). 



Hena je b (cji. 7) APyra npaBa Koja OApebyje nenpncTynanHy TanKy A. C>Aa- 
6epMMO Ha npasoj b npon 3 BOJbHy TaHKy B m nocTaBMMO Kpo3 ity npasy a’ || a. Koh- 
cTpynmnMO npaBy a” cnMeTpnHHO a ’ y OAHOcy Ha b, m Ha H>y npeHecwMO AaTy aY>k 
BG = l. Ako je c npaBa || npaBoj b, a npoJia3n Kpo3 C, to je TanKa X, Tj. AX = l. 
Tpane 3 ABCX je paBHOKpaKH, jep cy yrjiOBn Ha iteroBHM ocHOBaMa jeAHaKn. 

M3 obmx HaBeAeHnx npwvijepa, bmah ce Aa OBaKBiix n itHMa cjihhhmx 3aAa- 
Taxa MMa npyumnaH 6poj, n Aa caMPi motkcmo ctbophth 3aAaTKe KOMGnHyjyhn Ha- 
BeAeHe npnMjepe KOHcTpyKTUBHnx 3aAaTaxa ca HenpncTynaHHHM eJieMeHTMMa. 

Bpjio necTO ce npn peinaBaiby KOHCTpyKTPiBHnx 3aAaTaxa ca HenpHCTynanHUM 
eJieMeiiTPiMa npuMjeibyjy reoMeTpnjcKe TpaHccJjopMaqnje. Ako TaAa reoMeTpnjcKa 
TpaHccJjopMaqnja He npeBOAH AaTy HenpncTynanHy TanKy y caMy ce6e, to ce 3a iby 
Kaxte Aa je npncTynaHHa. nocJinje npnMujeibeHe TpaHccjDopMai^nje 3aAaTaK ce oGmhho 
pernaBa no3HaraM MCTOAaMa. nocjinje Tora, KaAa je Ao6njeHo OAroBapajyhe perne- 
H>e, ocTaje Aa ce npuMHjeHH obpHyTa TpaHcck>opMan;Hja Aa 6n aoGhjih pemeite 3a 
nPBoGnTHH nojioxcaj c£>nrype. Pa ah miycTpaijnje TpaHccfcjopMaiji'ija HaBemheMo Asa 
npuMjepa. 

3cidaTaK 7. 

KoHCTpyncaTPi cpeA^Hy nyiKVL AB, aKO cy A (a v a 2 ) n B (b v b 2 ) A^nje Henpn- 
npncTynanHe TanKe. 

npnMPi j eiiMMo MeTOAy cnivieTpnje. 

HeKa je s (cji. 8) npoM 3 BojbHa npaBa Kojy y3HMaM0 3a ocy cuMeTpuje. 

KoHCTpypimnMO npaBe a’ v a’ 2 b\ n b’ 2 ciiMeTpimHo npaBHMa a v a 2 , b 1 m b 2 y 
OAHOcy na npaBy s. HeKa je a\ X a’ 2 = A’ v b\ X b’ 2 = B v KoHCTpyninnMO cpe- 




Cji. 6 



Cji. 7 



Pememe: 
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flMHy ^yjKM A X B V Tj. TanKy C\. TanKa C cuMeTpunHa TanKH C\ y o^Hocy Ha s je 
TpanceHa TanKa, jep je je^HaKOcT ^yjKH npn cMMeTpuju canyBaHa npn neiviy je A^a 
nyTa noHOBjneHa CMMe- 
Tpwja M^GHTHHHa TpaHC- 
cJjopMauHja. 

IIoHeKaA HHje noTpeGHO 

M3BOAHTJ1 oGpHyTy TpaHC- 

(J)opMaqMjy Kao hito je to 

oneBHAHO H3 cJiefleher npn- 

Mjepa. 

3adaTdK 8. 

Kpo3 A^Ty HenpncTynaH- 
Hy TanKy A (a n b) nocTa- 
bmtm npaBy, napajieJiHy 
AaToj npaBoj p. 

H3BeAHM0 napajieJiHo no- 
Mjepame A^Te cburype y 

cMjepy neKor BeKTopa V, 

Kojn je KOJiMHeapaH npa- 

Boj p. IIpaBe a m b npeoGpaxcaBajy ce npw TOMe y OAroBapajyhe npaBe a\ m b\. 
HeKa je (cji. 9) a x X b x = A v npaBa nocTaBjbena Kpo3 A x || p je TpaxceHa npaBa. 

KaKO y npaKcM, npn upTaray, yBiijeK Ma- 
mo nocJia He ca nuTaBOM paBirn, Hero c ibe- 
hhm orpaHHneHHM AHjejiOM, BbeHOM oGjiamhy 
(jihct 3a upTan^e), to ce OBAje oima nojaBjny- 
jy 3aAaijH — KOHCTpyKTMBHM 3aAai;H Ha 
orpaiiiineHOM AnjeJiy paBim, rAje ocTajin a m ° 
paBHH cxBaTHMO Kao HenpwcTynanaH. y thm 
cJiynajeBHMa ocoGmto je KopncHa TpaHCc£>op- 
Mau;Hja xoMOTeTHja, jep OHa oMoryhaBa »ca- 
jKHMabbe« ijnjejior i^pTexta y iipoh3boj£>hom 
OAHO cy. Ilpn OAroBapajyheM M36opy ijeHTpa rt KoecbnuinjeHaTa xoMOTeTnje Moxce ce 
AoGhth Aa ce cBe npon3BOJbHo RZJieKe HenpucTynanrie TanKe .paBHH npeoGpaxoiBajy 
y TanKe, pacnope^eHe y rpaHnqaMa A^Tora A^jeJia paBHH. 





Elektronska racunala (analogna) I 

JURAJ BOZlCEVlC, Zagreb 

Uvod. Poceci racurxskih naprava datiraju iz doba starog Egipta i Babilona. 
Iz tog vremena potjece prvo racunalo — abacus, koje se razvilo iz racunanja s ka- 
meincicima. Prvi mehamicki uredaj za racumanje sastavio je 1642. god. Blaise PascaL 
Bio je to uredaj koji je pomocu kombinacije zupcanika vrsio zbrajanje i odbjanje 
i od tada usporedo sa razvojem nauke, ide i razvoj racunskih uredaj a. Bili su to sve 
mehanioki uredaji. Prvi elektricki uredaj — analizator sa otpornickim elementimai^ 
izradile su 1925. god. Westimghouse Company i General Electric Company (USA) za 
analizu istosmjemih naponskih mreza. Tek 1944. god. izgradeno je prvo potpuno 
elektromsko racunalo — ENIAC u Moore Schol of Engineering u USA. 

Danas, iako od izgradnje prvog elektronskog racunala nisu prosla niti dva de- 
cenija, moderna se nauka me moze zamisliti bez njih. 
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Razlikujemo dvije glavne grupe racunala — digitalna, koja rade na broj- 
eanim podacima i a n a 1 o g n a, koja rade sa kontinuiramim fizikalmm funkcijama. 
Uz to ima: kombmacija ovih tj. analogno-digitalna racunala. 

U ovom Clainku cemo se osvmuti samo ina rad elektronskih analognih racunala. 

1. Prva analogna raCunska naprvava je integrator, izum Jamesa Thomsona, brata 
LK>rda Kelvina. Kasnije je taj izum upotrebio Lord Kelvin u svojoj napravi za har- 
monijsku sintezu. Razvoj elektronskih analognih racunala omogucio je tek prona- 
lazak istosmjernog pojacala, koje u ovom racunalu sluzi kao radno pojacalo. Prvi 
uspjesi na tom podrucju postignuti su oko 1938. god. u laboratorijima Geo. A, Philbnc 
Researches, Inc. Kasnije se pojavljuje citav niz elektronskih racunala pod razmm 
komercijalnim nazivima kao BOEING, EASE GAP/R, REAC i dr. 

.A z 1 

Promotrimo li Newtonov zakon gibanja p = m ' ^7’ a u elektnciteti zakon 



g = L -^ 1 , vidjet cemo odmah strukturnu analogiju, koja nas dovodi na misao 

usporedivanja mehanickih i elektrickih velicina. Mi kazemo sdli P u mehan.ckom 
sistemu odgovara (analogan je) napon E u elektrickom sistemu; masi m, induktivxtet 
L; brzini v, struja i... Dakle, postavili smo fizikalnu analogiju mehamckog a elek- 

trickog sistema, pa mam nije sada tesko izvrsiti jed- 
P nostavno modeliramje, kako je to prikazano na si. 1 . 




Analogiju mozemo povuci 



Misao modeliranja pojavila se oko 1925. god., 
kada je Nickle prvi dosao ma ideju modeliramja 
mehanickih sistema pomocu elektrickih krugova. 

Pri modeliramju se mozemo zadrzati na istoj 
fizikalnoj kategoriji kao sto je original, ili pak 
eksperimentirati s uredajem koji ne spada u istu 
fizikalnu kategoriju, sluzeci se pri tom matema- 
tickim modelom — jednadzbom, koja strukturalno 
glasi isto i za model i za fizikalnu kategoriju, 
kojom opomasamo model. 

izmedu raznih fizikalnih sistema i elektrickog, pa ^ 



nam to pruza siroke mogucnost eksperimentiranja na samom modelu. 



Eto pregleda nekih analogija: 



MEHANIKA 


HIDRAULIKA 


AKUSTIKA 


ELEKTRIKA 


Jednoliko 

gibanje 


Rotacija 


P (sila) 


M (moment) 


P 


p (zv. tlak) 


E (napon) 


m (masa) 


m 




m (zv. masa) 


L (induktivitet) 


[L (trenje) 




7 ) (viskczitet) 


Z (zv. otpor) 


R (otpor) 


v (brzina) 


co (kut brz.) 


Q (koIic./sek) 


c 


I (struja) 


x (pomak) 


9 (kut. pom.) 




x (akusticki pomak) 


Q (naboj) 


c (konstanta elasti£nosti) 


kompresib ilnost 


toplinski kapacitet 


1 (reciprocna vrijed- 
c nost kapaciteta) 



Takvu analogiju bi mogli postaviti jos i izmedu kalorickih, odnosno magnetskih 
i elektrickih velicina. Postoji jos nekoliko analogija fizikalnih i elektrickih velicina, 
ali kako je ova najvise upotrebljavana, ne spominjemo ostale. 
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Vazno je jos napomenuti da treba narocito paziti kod modeliranja na odnos 
velicina nekog fizikalnog sistema i elektrickoga kojim radimo, jer nam o tome 
ovisi tacna interpretacija rezultata. Vezu nam daju faktori skale. — Vec smo naveli 
da masi m u mehanickom sistemu odgovara induktivitet L u elektrickom. Dakle 
L — k 3 • m, gdje je K faktor skale; zatim q = Jc. • x, odnosno t c = k 3 - t m . Iz toga 

izlazi za v = ~ • — i P = . -* - r ■ L ~ itd. Nije prakticno izjednaciti t i t e , jer 

k 2 t e 

nam u tom slucaju pojedine elektrioke velicine postaju prevelike. 

Postavlja se sada pitanje, kako postaviti model promatranog sistema, kako 
simulirati rad raznih fizikalnih procesa na analognim racunalima? 

NacLn na koji se raeunalu daju podaci zove se programiranje. Kod analognih 
racunala program se izraduje taono po modelu, bilo direktmom, bilo indirektnom 
analogijom. (Razlikujemo direktna racunala 
koja rade sa direktnim analogijama i in- 
direktna koja rade pomocu matematickih 
modela.) Program se slaze na ploci sa 
prikljuonicama na koju su izvedeni pri- 
kljucci pojedinih jedinica racunala. Naime, 
racumalo se sastoji iz citavog tniza jedinica 
— sumatora, integratora, invertora, pa 
mnozenje, dijeljenje, generatora funhcija 
i dr One cine radni sistem stroja. No, u 
njihovu tehnicku izvedbu me cemo ulaziti. 

Navest cemo samo da je njihov osnovni element radmo pojacalo. To je istosmjenno 
pojacalo na koje se postavljaju vrlo strogi uvijeti rada, jer je radno pojacalo onaj 
element, o kojem ovisi tacnost rada analognog racunala. 

Sumator, integrator, invertor i derivator, te simulatori raznih prijelaznih pojava 
rade kako je prLkazano na si. 2. 

Pretpostavimo li, da radno pojacalo P trosi neznatnu struju (mora imati veliki 

. i • eu — e eu 

ulazni otpor), imamo ^ = z 2 , ill — ~ ? — • 

Zri 

Pojacanje pojacala je definirano kao A = a jer se na radno pojacalo 

postavlja i zahtjev velikog pojacamja (> 15000, pa cak i do nekoliko stotina tisuca), 




si. 2. 






o mozemo zanemariti e u = j ’ pa izlazi 



Z, e ' 

Dakle, ako smo na ulaz takve jedinice prikljucili neku funkciju u obliku na- 
>ona e, to ce nam oblik te funkcije na izlazu ovisiti o impedancijama Z 0 i Z l9 kao 
njihovom odmosu. Stavimo li npr. Z 0 = R 0 i Z L = imat cemo jedinicu za mno- 

ienje konstantom e 0 = — e = — ke, odnosno za R 0 = R i invertor, jer funkcija pri 

A i 



ovim operacijama mijenja predznak. 

Ovisnost rada ovih jedinica o obliku impedancija Z 0 i Z x bit ce najvidljivija iz 
prilozene skice (si. 3) na kojoj su i prkazane blok sheme pojedinih jedinica. 

Kako cemo mnoziti i dijeliti? 

Ovo su dosta komplicirane operacije za analogno racunalo. Ima vise nacina na 
koji je to rijesemo. 

Interesantan je nacin mnoeenja pomocu jedinica za kvadriranje prikazan 
na si. 4. 
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INVERTOR 



Oblik 

ulaznog 

napona 


Shema 

jedinice 

racunala 


Oblik 

izlaznog 

napona 


Simbol 

jedinice 

racunala 


Mate- 

mati£ka 

operacija 


l e 


R 

JUIP— 




'e. 










R 

-Jinr- 




- -i 



e 0 =-e 



INTEGRATOR 



i G 




1 





R 



-II — 






> 









/ 



-Rc/‘ 



edt 



DERIVATOR 




SUMATOR 







Jedinica za kvadriranje je u stvari j edinica za generiranje funkcija i opisat 
cemo je neslo kasnije. 




si. 4. 



Proucavanje rada ostalih sistema za mnozenje, zahtijeva opsirmje poznavanje 
neldh pojmova iz elektronike, pa se u to necemo upustati. 
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-x 

*• x* 



Dijeljenje je, takoder, rijeseno na nekoliko nacina, ali spominjem samo jedan, 
prikazan na si. 5. Postupak se osniva na relaciji: —x 0 =—x 0 + x 1 +x 0 x 2 . 

Narocito vazna jedinica elektronskog analognog ra5 unala je generator funkcija. 

To je jedinica pomo-cu koje 
mozemo, sluzeci se odre- 
denim tehnickim elementi- 
ma, generirati funkcije ze- 
ljenog oblika. Izvodi se ili 
pomocu potenciometra, ili 
niza okolni paralelno ve- 
zanih dioda , ili pak pomodu 

menciometar za generiranie tunkciia izvodi se obidno .ako da se niegov otpc 

mijenja od tacke do tacke po zakonu zeljene funkcije. nrikaz ana na 

Jedinica za ganeriranje funkcija pomocu dioda pnncipij j I P ne 

si. 6. U ovisnosti o prikljucenom naponu na P^taju tome imamo 

diode (njihova vodljivost ovisi o naponu baterija .) 
promjenu struje. O predotpordma ovisi nagib funkcije. 





Ovakav generator funkcije mozemo zgodnom kombinacijom tako prilagoditi da 
struja ovisi o ulaznom naponu e po zakonu parabole i = k-e-. Pnkljucimo li tada 
neki otpor R na izlaz ovakvog generators funkcija, nastat ce na tom otporu pad 





•napona uslijed struje i, pa ce se i pmmjena toga napona manifestirati u obliku tra- 
zene funkcije. Imat cemo e,, = k-e\ a to je jedinica za kvadmran 0 a dzlazm napon 
je proporcionalan sa kvadratom ulaznog napona). 
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Fotoformer je krug sa katodnom cijevi i fotocelijom. Na zastanu katodne cijevi 
je maska funkcije, koju zelimo generirati, a krug je spojen tako da smop elektrona 




SI. 9. 



u katodnoj cijevi slijedi masku. Napon 
ovisi tada o funkciji na maski. 

Uz ove nabrojene jedinice, analogno 
elektronsko racunalo ima c tav niz raznih 
pomocnih jedinica, ali one nisu bitne u 
nasim daljnim razmatranjima. 

2. Kad tako raspolazemo sa citavim 
nizom radnih jedinica, ne postoji p’otesko- 
ca, da postavimo program i pristupimo rje- 
savanju mekog problema. 

Eto, neka nam je zadan elektricki 
krug prema si. 8. Treba odrediti struje 
I u I 2} h ’U pojedinim petljama. 

Jednadzbe za pojedine petlje toga 
kruga dobijemo po Kirchhoffovom zakonu: 

I\ (R\ + ^4 + R&) — ^ 2^4 — 

— I 3 R 5 = E ly (1) 

— IiRa + h (« a + R* + Re) — 

— hR* = E 2 , (2) 

I 1 R S T- hRfi 4 * ^3 0^3 + ^3 4 * 

4 - R<d = E z • ( 3 ) 

Oznacimo li koeficijente uz struje 
sa odgovarajucim koeficijentima k f§9 jed- 
nadzbe nam dobiju oblik 

Kn I\ + K-12 ^2 4 * R-IZ ~ El y 
K 2 I 4 “ R *22 1 2 4 " R 23 I 3 ~ E‘Z j 
K zl h + K Z 2 I 2 + K 3 Z I 3 = E 3 , 



a jer cemo problem rijesiti pomocu jedinica za zbrajanje, napisat cemo ih jos u ovom 
obliku: 



A = tj. I^a^-Wh-c.h 

Kxi An A u 

Eo i^C*> 1 A <23 r T r-i IT T 

I 2 = — 1 1 — T- 1 3 5 b* h ~ a 2 Eo ^2 h C 2 1 3 

A-22 A 2 2 A22 

/ 3 = ^1 tj. h = a 9 E 3 -b 3 h-c z h 

K 33 R 33 -^33 



( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) 



SI. 8 prikazuje sada postupak rjesavanja. Vrijednosti I u I 2 , I 3 zelimo dobiti na 
izlazu iz sumatora, pa na ulaz prikljucujemo zgodnim kombiniranjem velicine sa 
desnih strana jednadzhi (4), (5) i (6). 

Rezultat dcbivem ovakvim procesom dovodi se na neki uredaj za pisanje ili se 



promatra na katodnoj cijevi osciloskopa. 

To je same jedan, razmjerno jednostavan primjer, kako se racuna s elektron- 
skim analognim racunalom. Na si. 9. prikazano je jedno elektronsko, analogno ra- 
cunalo. 

Upotreba elektronskih analognih racunala je svestrana i gotovo nema podrueja, 
u kojem nisu nasli primjenu. Da nabrojimo samo neke od primjena: 
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Elektrotehnika (analiza linearnih i nelineamih strujnih krugova, elek- 
tronska optika, dinamicka naprezanja u elektrickim masinama i transformatorima, 
regulacija elektridkih pogona, problemi ubrzanja elektr. nabijenih cestica); ato- 
mistika (simulacija rada nuklearnih reaktora, problemi regulacije kod reaklora); 
avijacija (simuliranje lijeta aviona, automatsko upravljanje, probe u tunelima 
za vjetar); strojarstvo (problemi vibracija, problemi nelinearne mehanike, 
hidraulicki pogoni, problemi plinskih turbina, automobilska industrija); kemija 
(regulacije svih oblika, kemijskih procesa, brzina reakcije i difuzije); termo- 
dinamika; brodogradnja, a u najnovije vrijeme -u ekonomskim i medi- 
cinskim istrazivanjima. 



O jednom diofantskom problemu 

Dr MIRKO STOJAKOVlC, Novi Sad 



Mnogi problemi u algebri ili geometriji svode se na resavanje inekog sistema 
jednacina ali se pri tom od svih uopste mogucih resenja tog sistema jednacina za- 
drzavaju samo ona koja imaju neka unapred odredena svojstva. Izdvajanje takvih 
resenja nije uvek lak posao. Iz jedne vrste takvih problema razvila se posebna 
grana matematike — diofantska analiza. Citav niz cuvenih problema matematike 
upravo je te prirode. Talco, na primer, ni danas se nezma da li jednakost x n + y n —Z" 
ima ili nema resenja u celim brojevima x, y, z 4= 0 za svaki prirodan broj n. Ta 
jednacina ima resenja kad je n = 2 na primer x = 5, y — 12, z = 13, nema re- 
senja kad je n = 3, nema ih ni kad je n - 4, 5, 6, . . . ali se ne zna postoji li mozda 
jos neko n sem n — 2 kad ta jednacina apet ima regenja u celim brojevima (razh- 
Citim od nule). To je cuveni Fermatov problem. Ne manje slavan je i Goldbahov 
problem koji je uz to i jednostavniji po formulaciji: linearna jednacina x + y = 2z 
ima resenja u prostim brojevima x, y za svaki prirodan broj z. No ko- 
liko god da je to jednostavmo kazati ne sledi da je to jednostavno i dokazati — 
i taj problem do danas nije resen. Ispitane su takve jednacine za veoma velike 
vrednosti z (cak i do 9 000 000) i uvek su probanjem nadena resenja u prostim bro- 
jevima ali to jos nije dokaz ta tako mora biti za svako z. Ovi su primer! jednostavni 
ali su ogranicenja »stroga-«. 

Ovde cemo posmatrati linearnu jednacinu Ax + By = C gde su A, B, C celi 
brojevi ali necemo traziti da resenja budu prosti brojevi kao u Goldbahovom .pro- 
blemu nego »samo« da budu takode celi brojevi. 

Neka je, dakle, data jednacina 

(1) Ax + By — C 

gde su A =j^ 0, B 4= 0, C celi brojevi i neka se traze s v a re§enja te jednacine u celim 
brojevima x, y. 

Utvrdicemo uslove pod kojima takva resenja uopste postoje i navesti postupak 
kojim se do resenja dolazi kad se utvrdi da ona postoje. Odvojidemo, zma£i problem 
egzistencije resenja od problema algoritma kojim se resenja nalaze. 

Najpre cemo problem uprostiti smanjivsi broj pretpostavki pod 
kojima se jednacina (1) ima resavati. 

Pre svega, brojevi A, B, C u jednaCini (1) mogu se smatrati u z a j a m n o 
prostim to jest oni nisu sva tri deljivi jednim istim celim brojem D vecim od 1- 
Jer ako je 

(2) A = A X D, B = B X D, C = C X D 
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gde su i A u B t C t celi brojevi a D njihov najveci zajednicki delitelj 4 1 anda se 
jednacina (1) svodi na ekvivalentou jednacinu 

(3) r + B^y = C x 

koja ima koeficijente uzajamno proste pa kako sva njena resenja jesu resenja 
jednacine (1) a vazi i obrruuto, to je dovoljno posmatrati jednacinu (1) pod nave- 
denom pretpostavkom. 

Dalje, mozemo uzeti da su A i B u jednacini (1) pozitivni brojevi. Jer, 
ako su A i B negativni brojevi mnozenjem cele jednacine sa — 1 dobijamo novu 
ekvivalentou jednacinu sa pozitivnim koeficijentima uz nepoznate. Ako je jedan 
od brojeva A, B pozitivan a drugi negativan, recimo A < 0 B > 0, onda se smenom 
x = — u dobija jednacina sa pozitivnim koeficijentima uz nepoznate, pa ako je u 
resenju u ceo broj bice i —u odnosno x ceo broj i problem tom smenom nista 

ne gubi. 

Posmatrajmo, prema tome, jednacinu (1) pod pretpostavkom da su A, B pri- 
rodni brojevi i da A, B, C nemaju zajednicki delitelj veci od 1. Uzmimo sad spe- 
cijalni slucaj jednacina (1) kad je C = 0. Neka je dakle, najprije 

(4) Ax + By = 0. 

Ako A i B imaju najveci zajednicki delitelj D 4 1, to jest ako je A — AiD, B B V D 
onda se jednafcina (4) svodi na jednacinu 

(5) = 0 

gde su sad A lt B t uzajamno prosti prirodni brojevi. Iz AjX = B,y sledi da x moia 
biti deljivo sa B[ jer je proizvod A^ deljiv sa Bi a Aj nije deljivo tim brojem. 
Dakle x = mB ,. Isto tako dobija se y = nA x gde su m, n neki celi brojevi. Tada 
se jednacina (5) svodi na 

(6) A^! (m + n) = 0 

mora biti vn -b n — 0 odnosno vn — n i tako imamo 

STAV 1. Jednacina (4) ima resenja i sva ona data su sa 

(7) x = mB lt y = — nA 1 

gde je m ma ko j i ceo broj. 

Uzmimo sad jo§ specijalni slu£aj jednadine (1) u kome je C = 1. Neka je, dakle, 

(8) Ax + By = 1. 

Ako A i B imaju najveci zajednicki delitelj D 4 1 to i es ^ a ^° — A X D, 

B = BjD, tada se jednacina (8) svodi na 

(9) D (AiX + BiV) = 1 

pa je leva strana deljiva sa D a desna to ne moze biti i nikakve vrednosti za x, y 
u celim brojevima ne mogu tu nista da poprave. Stoga u tom slucaju jednacina (8) 
n e m a resenja u celim brojevima. Ako su pak A i B u jednacini (8)^ uzajamno 
prosti brojevi onda jednacina (8) ima resenja i t° dokazujemo time Sto resenje 
stvarno navodimo. Jedno od resenja naci cemo poanatim Euklidovim algo- 
r it mom kojim se sracunava najveci zajednicki delitelj za dva prirodna broja. 
Verizno deljenje koje se tu izvodi polazeci od brojeva A, B mora dovesti do ostatka 
1 jer je to najveci zajednicki . delitelj dva uzajamno prosta broja A, B. Neka je 
dakle A > B (> 0) i neka je pri deljenju broja A brojem B kolicinik ki a ostatak 

Dj < B, to jest 

(10) A = k,B + D 1 < B. 
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Postupak pooovimo sa B i D ako nije D x — 1 to jest neka je 

(11) B — k 2 D x 4“ D 2 D 2 Bj. 

Ako nije D 2 = 1 postupak ponovimo sa D 2 i D x to jest neka je 

(12) D\ = k 3 B 2 "I - D 3 , D 3 <C D 2 . 

Ako ni sad nije D 3 = 1 postupak mozemo opet ponoviti. Jednom se kao ostatak 
mora dobiti 1 jer niz pozitivnih brojeva A, B, D lf D 2 , D 3 opada pa ako se produzi 
mora da se zavrsi sa 1. Da ne bismo opterecivali tekst a da bi sustina postupka 
ipak bila jasna dovoljno je da uzmemo da je vec D 4 = 1 to jest vazi, recimo, 

(13) D 2 = 7c 4 D 3 -1- 1. 

Jednacine (10), (11), (12) i (13) sadrze ostatke D u D 2 , D 3 i kako tu ima cetin jedna- 
cine a tri veliicne ove se mogu eliminisati. Zbilja idudi unazad od jednacine (13) 
pa do (10) imarno redom 

1 = D 2 — k x D z = D £ — k x (D l — k 3 D 2 ) = D 2 (1 -f k 3 k x ) — k A D 1 = (B — k 2 D x ) (1 + £ 3 ^) — kiD x = 
= B (1 + k 3 k 4 ) + D x (— k 2 — k 2 k z k x — k x ) = B (1 + k 3 k x ) + ( A — k * B ) (— ** — k 2 k 3 k x — ^ 4 ) - 
= A ( — k 2 — k 2 k 2 k x — & 4 ) 4 - B (1 4 - ^ 3^4 + k x k 2 + k x k 2 k 3 k x + ^ 1 ^ 4 ) = A x i 4- B y i> 

gde su sa Xi, yi oznaceni izrazi 11 poslednjim dvema zagradama, to jest 

(14) Ax x 4- By x = 1, 

pa je (x u Vi) jedno resenje jednacine (8). I tako vazi 
STAV 2. Jednacina 

Ax 4- By = 1 

ima resenja u celim brojevima onda i samo onda had su A i B uzajamno prosti 
brojevi. 

Sad tek mozemo posmatrati opstu jednacinu (1) (naravmo pod stalnom pretpo- 
stavkom da su A, B prirodni brojevi a A, B, C nemaju zajedmcki delitelj veci od 1. 
Pokazacemo da vazi 



STAV. 3. Jednacina 

(1) Ax 4- By = C 

ima resenja u celim brojevima onda i samo onda had su brojevi A, B uzajamno 

prosti. _ 

Zbilja, ako brojevi A, B nisu uzajamno prosti nego je A = A X D, B — B X D, 
onda je D(A x x 4- B x y) = C pa je leva strana deljiva sa D a desna nije sto ne moze 
biti ni za kakove cele brojeve x , y. Obrnuto, ako su A i B uzajamno prosti onda 
jednacina 

(15) Au 4- Bv = 1 

prema stavu 2 ima reSenja i tneka je jedno od njih ( u 0 , v Q ). Onda je medutim 
(Cu 0 , C« 0 ) jedno resenje jednacine (1) jer je ACuo + BCv o = C (Am + Bva) = C. 
Da nademo sva resenja jednacine (1), u sluCaju kad ih ona uopste ima, postupimo 
ovako: Iz Ax+By = C i ACu a + BCv 0 = C sledi oduzimanjem A(x-Cm) + B(y-Cv o)=0 
a prema stavu 1 mora biti 

x-Cuq = mB, y-Cv 0 = — mA, 

jer su A i B uzajamno prosti brojevi pa su uslovi za primenu stava 1 ispunjeni. 
Stoga vazi 

STAV 4. Sva resenja jednacine Ax 4- By = C, u slucaju kad ih ona ima , data 



su sa 



x — Cu 0 4- mB, y = Cv 0 — mA, 
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gde je (u 0 , v 0 ) jedno resenje jednacine Au + Bv — 1 a (mB, — mA) opste resenje 
jednacine Az + Bw = 0. 

Primer 1. Jednacina 4x 4- 6y = 5 nema resenja jer brojevi 4 i 6 nisu uza- 
jammo prosti. 

Primer 2. Jednacina 4x + 5y ~ 6 ima resenja jer su brojevi 4 i 5 uzajamno 
prosti. Jedno resenje jednacine 4u + 5v = 1 je u 0 = 4, v Q = — 3 a opste resenje jedna- 
cine 4z + 5w = 0 je 2 = 5m, u> = — 4m pa je o p s t e resenje jednacine 4x+5y = 6 
dato sa £ = 6u 0 +5m, y=6v 0 — 4m to jest £ = 24 + 5m, c = — 18 — 4m, gde m moze biti 
koji bilo ceo broj. 

Primenimo sad nadene stavove na sledeci problem: ispitati kada su m + n i 
mn uzajamno prosti brojevi, ako su m i n prirodni brojevi. 

STAV 5. Prirodni brojevi m, n uzajamno su prosti onda i samo onda kad su 
(m f n) i mn uzajamno prosti brojevi. 

Zbilja, ako su m + n i mn uzajamno proisti brojevi onda za podesno nadene 
cele brojeve x , y vazi (m+n)x+mny = 1 (Stav 2). Odatle sledi mx+n(x+my) = 1 pa su 
min uzajamno prosti brojevi. Obrnuto, neka je mx+ny=l (*) za neke cele brojeve 
x, y to jest neka su m, n uzajamno prosti brojevi, tada je redom 

1 = mx + ny = m (x + zri) +n (y — zm ) ~ (x + zn) ( m + n) — (x + zn) n + ( y — zm) n = 

= (x + zn) (?n + n) -f [3; — x — z Q m + n)] n 3 
gde je z neki jos neodredeni broj. 

Uzimajuci sad z = y (y — x) dobijamo dalje 

1= [x+y ( y — x)n] (m+n) + (y — x) (1 — ym — yn)n 
a kako po pretpostavci (*) vazi 1 — ny = mx bice poslednja jednakost 
1 = [£+y ( y — x)n] (m + n) + (y — x) ( x — y)mn=(m + n)u + mnv 

gde je stavljeno u=x-r(y — x)n, v= — (y — x )’ a veza 1 =(m J rn)u-tmnv i kazuje da su 
(m+n) i mn uzajamno prosti brojevi. Time je i stav 5 dokazan. 

Kako nastaju elektricni naboji u grmlj avinskom oblaku 

, BOZENA VOLARIC, Zagreb 
(Nastavak) 

U neprekidnom trazenju odgovora na pitanje »Kako nastaje elektricitet u grm- 
ljavinskom oblaku« pokusao je Wall 1948. god. naci rjesenje iduci stazama svojih 
prethodnika. U pocetku prihvaca glediste Wilsona, koji je smatrao da normalno 
elektricno polje atmosfere daje poticaj i stvara uvjete za grmljavinske procese. 
Medutim te§ko je bilo povjerovati, da elektricno polje atmosfere, Cija jakost kod 
lijepog vremena ianosi oko 1 V cm" 1 moze stvoriti polje do 10 000 puta jace od sebe 
i odrediti njegov smjer. Stoga se Wall ovdje odvaja i trazi novi put. Potaknut 
svojim istrazivanjima o nastajanju atmosferskih kristala leda i snijega povezuje 
njihov postanak s poCetnom proizvodnjom elektriciteta u grmljavinskom oblaku. 
Wall polazi sa stanovista, da je led kristalizirana materija, koja je izgradena iz mo- 
lekula vode. Posto su te molekule elektricni dipoli, moze i gotov kristal leda posje- 
dovati elektricna svojstva, ako molekule vode pri kristalizaciji zauzmu odredenu 
orijentaciju. Takav kristal je elektricno analogan permanentnom magnetu. Za razliku 
od magneta na kristalu leda postoje slobodno pokretljivi naboji obaju predznaka. 




63 



Mnogobrojna opazanja zaista potvrduju, da su kristali atmosferskog leda elck- 
tricno polarizirani u smjeru glavne, heksagonalne osi. Ali primarni elektriCni pola- 
ritet kristala ubrzo nestaje zbog atmosferskih iona, koji ga okruzuju. Polovi kristala 
privlace suprotno nabijene ione a neutraliziraju se, a kristal kao cjelina ostaje 
nenabijen. 

Wall sada polazi dalje u svojim razmatranjima i pretpostavlja: kristal leda radi 
svojeg oblika pada kroz atmosferu u tocno odredenom polozaju. Kod toga njegova 
elektriCna os stoji skoro vertikalno s jednim polom okrenutim prema gore, a drugim 
prema dolje, ukolilco se radi o svjezem kristalu, koji je jos elektriCno aktivan. Ako 
je donji pol pozitivan, tada on privlaci negativno nabijene atmosferske ione, koji 
se okupljaju oko donje strane kristala. Naprotiv pozitivni ioni prostruje oko kristala, 
jer ih odbija istoimeni pol. Samo malenom broju tih pozitivno nabijenih iona uspije 
doci do gornje polovine kristala, gdje se nalazi negativni pol. Kristal leda se uslijed 
toga elektricno nabija i to bez sudjelovanja vanjskog elektriCnog polja. Proces na- 
bijanja traje sve dotle, dok se Cestica leda nalazi u porastu. Kristali leda najbrze 
rastu u temperaturnom podrucju izmedu — 10° C i — 15° C, jer u tom intervalu 
postoji najveca razlika izmedu zasicenog stanja vodene pare iznad povrsine vode ill 
iznad leda. Maksimalni tlak vodene pare iznad vode kod tih je temperatura za 
0,2 mm Hg veci nego iznad leda. Prema tome u tom temperaturnom intervalu vodena 
para postaje mnogo prije zasicena nad povrsinom leda, s tim je ostvaren glavni 
uvjet za stvaranje Cestica leda. 

Kod tih temperatura prevladavaju kristali leda u obliku tankih, heksagonalnih 
ploCica ili dendriticnih tj. razgranatih zvijezdica. Prema brojnim opazanjima kri- 
stali se leda u tom temperaturnom podrucju cesto pojavljuju takoder i u kombini- 
ranom obliku. Sastoje se od dviju razlicito velikih plocica medusobno spojenih tan- 
kom prizmom. PloCice s promjerom do 1 mm lebde s horizontalno postavljenom siro- 
kom ravnom plohom. Elektricna os im je tada vertikalno usmjerena. Kombinirani 
kristali padajuci kroz atmosferu orijentirani su tako, da prema gore nose dobro 
razvijenu vecu plocicu, koja prema Wallu predstavlja negativni pol kristala, ma- 
lena, slabo razvijena plocica, okrenuta je prema dolje i pretstavlja pozitivni pol 
kristala. 

Time su dani preduvjeti za izgradnju pocetnog elektricnog polja u atmosferi. 
Sada stupa na snagu »efekat asimetrije« kako ga je Wall oznacio, a glasi: »Svaka 
cestica, koja u ioniziranom zraku zbog djelovanja sile teze prolazi kroz vertikalno 
elektricno polje, preuzima na sebe elektricni naboj. Predznak primljenog naboja 
jednak je mabojiu atmosferskih iona, koji se gi- 
baju suprotno od cestice. Prolazeci kroz elek- 
tricno polje cestica vrsi radnju na teret sile teze 
i time doprinosi pojacanju energije polja«. 

U ovom postulatu sadrzana je, kao specija- 
lan slucaj, Wilsonova teorija influencije. Naziv 
*-asimetricain« dolazi odatle sto se cestice gibaju 
jednostrano zbog svoje tendencije prema vertd- 
kalnom padu. Nesimetricno dakle prema puto- 
vanju iona, koji putuju u oba smjera. Buduci da 
cestice odvode sa sobom ione, koji im dolaze u 
susret dolazi i do nesimetricnog kretanja naboja. 

Susretanje elemenata oborine i atmosferskih iona moze poprimiti razne vari- 
jante, koje su ovisne o stupnju polarizacije, kao i o brzini padanja oborine. Prikazat 
cemo sada neke osnovne slucajeve. Radi pojednostavljenja pretpostavit cerao, da su 
Cestice oborine malene kuglice. 




SI. 8. Putanje euzlaznih« iona oko nenabijcnc 
cestice: a) Cestica polaganog pada, b) destica 
brzoga pada 
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SI 9. Putanje *silaznih« iona, 
kada se ioni br it pokrecu i 
sustifcu £esticu 



SI. 10. Putanje >si- 
laznih« iona, kada Ce- 
stica pada br2e nego 
ioni 



Dvije gomje slike prikazuju pritjecanja »uzlaznih« iona prema padajucoj Ce- 
stici i to na slici a) vidi se Cestica, koja polagano pada, a na slici b) cestica, koja 
brzo pada. Pri normalnim elektriCnim uvjetima u atmosferi »uzlazni« ioni nose ne- 
gativan naboj. Oni dakle mogu nesmetano pritjecati na donju kalotu, gdje je 
smjesten pozitivan naboj. Ali na gornjoj strani cestice stvara se za njih »mrtvi 
prostor« u koji oni ne mogu prodrijeti, jer je tamo smjesten negativan naboj cestice. 
Naprotiv »silazmi« ioni, koji su u ovom slucaju pozitivno nabijeni, nesmetano ce 
stizati na gornju kalotu, ukoliko brze putuju nego sto kuglica pada. U gramcnom 

slucaju, kada kuglica miruje, »silazni« ioni 
pritjecu prema njoj iznad cijele gomje 
kalote, kako se vidi iz slijedece slike. 

Medutim »silazni« ioni uopce ne ce 
doprijeti do kuglice, ako ona brze pada 
nego sto oni silaze. Uz takove uvjete 
»mrtvi prostor* se proteze oko cijele ku- 
glice za ovakove »silazne ione«. 

Nabijanje kuglice odmosno elemenata 
oborine ovisi dakle o razlici izmedu pri- 
tjecanja silaznih i uzlaznih iona. 

Prema ovoj teoriji pocetni pogon 
grmljavinskog generatora lezi u podrucju 
medu — 10° C do — 15°C, a vezan je <na 
postanak kristala leda, koji zahvaljujuci svojem prirodnom elektricnom polantetu 
izgraduju pri vertikalnom padu pocetno elektricno oplje u atmosferi. 

Vidimo, da se kroz godine i godine nastojalo, a i danas se jos uvijek nastoji 
ustanoviti, koji je glavni i odlucujuci proces u proizvodnji grmljavinskog elektriciteta. 
Medutim uz sav trud nije se doslo do konacnog objasnjenja. Stoga se pojavljuje 
sumnja je li pitanje kao takovo uopce ispravno postavljeno! Radi neispravne f ° r ^ u 
lacije izgleda da je ono decenijama zavadalo istrazivace na krivi put. epre 1 n 
se tezilo za pojednostavljenjem uvjeta, koji vladaju u grmljavinskom oblaku kako 
bi ih se moglo zanemariti i svu paznju usredotociti na jedan jedim proces, koji se 
smatrao najodgovornijim za grmljavinske pojave. Naravno, svaki istraiivac oznacio 
je onaj proces kao glavni, koji mu se s njegovog stanovista cin:o najvaznijim i naj 
vjerojatnijim. Uvijek se dakle trazio samo jedan jedini glavni efekat, koji bi djelovao 
u svim grmljavinskim i u svim njenim dijelovima. Ali kod toga se ne smije sme nu 1 
s uma, da grmljavina nije eksperimenat vrsen u laboratoriju, vec prirodna P°i ava - 
Priroda u svom laboratoriju — a to je nasa atmosfera — radi s veoma raznoli 1 m 

Stoga Wall s potpunim pravom upozorava, da u divovskoj tvorevim, kao sto 
je grmljavinski oblak, mogu doci do izrazaja i oni elementarni procesi. koji pri 
laboratorijskim uvjetima nisu inace primjetljivi. Svaki efekat bi se dakle morao pr - 
cieniivati prema k vantitativnom djelovanju. Nadalje Wall upozorava, da u grm ja- 
vinskom oblaku, zbog njegovih ogromnih dimenzija, ne vladaju homogem fizikalm 
uvieti Stoga izgleda vrlo vjerojatno, da u njemu moze istodobno djelovati, vise 
razlicitih mehanizama, koji proizvode elektricitet. Od slucaja do slucaja prema po- 
pratnim okolnostima moze jedan od tih procesa preuzeti vodecu ulogu. 

Prema ri’ecima jednog istaknutog ucenjaka, istraziva6i grmljavinskog elektri- 
citeta nalaze se u posebnoj situaciji. Iako o tim pojavama znaju mnogo, mozda <5ak 
i previse, ipak na ovdje postavljeno pitanje, ne mogu za sada jos dati konacan 

odgovor. 
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O zakrivljenosti cunjosjeka 

STJEPAN SKARICA, Zagreb 



1. Kruznica je u svakoj svojoj taiki jednako zakrivljena. Kao mjera njezine zakrivlje- 
nosti uzima se reciprocna vrijednost njezinog polumjera p, tj. y, jer 5to je polumjer manji, 
zakrivljenost je veca. 

2 Kod drugih krivulja, npr. kod cunjosjeka, zakrivljenost se mijcnja od tacke do tacke. 
Stoaa govorimo o zakrivljenosti krivulje u zadanoj tacki, a iz,ednaiu,emo ,e ^ 
one kru-^nice koja s krivuljom u toj tacki ima dotik najmanje 2. reda, t). ima u njoj s kn 

one kru^nice, K 1 beskonacno blize tacke. S tri od tih tacaka kruzmca zakrwlje- 

vuljom zajednicki n j > d . broj tih ta£aka tri) kruznica zakrivljenosti sijece kri- 

vulju’i ima n s Z njom zajcdnicku jednostruku tangentu; kad je broj zajednickih beskonaCno bli- 
zih tacaka cetiri kruznica zakrivljenosti ima s krivuljom dotik 3. reda, tj. ima s njom zajed- 
n^k^dvostruku' tangentu : kad ie b.oj onih tadaka pa tj. kod dotik* 4. roda, da zajedMbku 
dvostruku tangentu kruznica i krivulja se i sijeku, ltd. 

3 Da konstruiramo kruSnicu zakrivljenosti K u zadanoj tacki D (x 1 , y x ) elipse h-x 2 + 

, = 0, povucimo jednu od tetiva elipse koje su usporedne s tangentom elipse : 

u taiki D, na pr. AC (si. 1.)! Kruznica k, odredena tackama A, C, D ne moze dirati ehpsu 





do,,de dipso n, » .adki A ni u tacki C, ^ ^ 0 7 Praoten dunjosjek. koji 

Neka je jednadzba kruzmce k =J +y + ** + my J h% _ x + v 2 + lx + my + n) = 0. 
prolaze tackama A, B, C, D ima jednadzbu x + T BD Ako su im jednadzbe: 

Za odredeno X taj L de 6u ^ j ? p T+Q x y + Rl = 0, onda je jednadzba sustava tih dvaju 

*• <—■» - rr" x r ema 

s gornjom, a kako u toj nema clana sa xy, mora biti PQ X + PiQ - °> >« Q q % ’ a t0 

.. , • AC i RD sa svakom osi elipse zatvaraju istokracan trokut ili krace da su 

znaci da pravci AC i BD sasva * sad ^ AC pomi£em o paralelno, tetiva BD ce ostati 

annparalelm s obzirom na te o . kruznica k ce preci u kruznieu zakrivljenosti 

cvrsta, a kada AC pokrije tangentu t u tacki U, kruznica « v 

J ”°™e pS,L' 'bd! koiu u tadki P r T l.v«, njoj konjugitani dtjametar 
OD,. Simetrala s tetive BD suede normalu » u sredistu S krusmce K. 
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Posve jednako se konstruira kruznica K u tacki hiperbole ili parabole, ako ta tacka 
nije tjeme. 

5. Odredimo koordinate x 0 i y 0 sredista S’ i polumjer SD = p kruznice K (si. 2.) ! 

b 2 x 1 

Jednadzba tangente t jest b 2 x 1 x 4 a 2 y x y — a 2 b 2 = 0, a tetive DB y — y x = — — (x — x L ) pa 

a *y i 

jednadzba kruznice K ima oblik 

b 2 x 2 4- a 2 y 2 — a 2 b 2 4 X ( [b 2 x x x 4 a 2 y x y — ^b 2 ) ( b 2 x x x — a 2 y±y — b 2 x x 2 4 a 2 yf) = 0. 

U toj jednadzbi moraju koeficijenti od x 2 i y 2 biti jednaki, tj. b 2 4 X6 4 x x 2 = a 2 — Xa 4 } 1 ! 2 ; 



odatle je X = 



b*x x 2 + a x y? 



pa jednadzba kruznice K prelazi u 



2e 2 x 1 3 2e 2 v 1 3 

* a 4 y 2 7 ~ * 4 y + *i 2 + 3’i 2 



2 (bW 4 a*y i 2 ) = Q 



a * b* a 2 b 2 

Odatle nalazimo da su koordinate sredista 5 kruznice K: 

/»2 v 3 \ 2 



= 



3 ; o = 



b 4 



1 — 2 / e 2 ^i 3 \ 2 / ^ 2 ^i 3 \“ 

■* 3 50*-^- (*i-- 4 ) + (* + -£-) = 



1 . . ( b A x x 2 4 tfVi 2 ) 3 (6 4 Xi 2 4 <3 4 Vi 2 )^ 

= ^ ~ bW] 2 + " [a2 ^ + = L P = tfb* * 5 

jer su izrazi u uglastim zagradama jednaki, a takoder je 

a*b 2 — b 2 e 2 Xl 2 = a*b 2 — b 2 {a 2 — b 2 ) x, 2 = a 2 (b 2 x x 2 4 a 2 3>i 2 ) — a 2 b 2 x x 2 4 & V = bW 4 a 4 .V x 2 . 

6. U tjcmenu A ima kruznica K sre- 




[e 2 \ b 2 

distc 5 — 3 O K p = — , u tjemenu B 
\a ) a 



sre- 



diste Si 



dok je polumjer p„ = — . 

b 



U si. 3. okomica na AB u tacki B sijece 
os x u tacki D pa je po poucku o visini 

b 2 

pravokutnoga trokuta OD — — = , dok 

a 

okomica na AB u tacki A srece os y u 

tacki C, pa je OC = ~ = p B . Nacinimo li 
b 

nad poluosima pravokutnik BOAE i po- 
vucemo okomicu iz tacke E na AB, sjeci 
ce ta osi x i y u tackama S i Si, tj. u sre- 
dislima kruznica zakrivljenosti u tjemenima 
A i B, jer je 

SA = OD, S X B = OC. 

I okomica na FFi u fokusu F x prolazi 
sredistem S x . 

( g2 ^ 3 Q& y 3v 

—9 — - ) 3 

a A b x ) 

(fc 4 *, 2 + a i y 1 t )i J . ... . , . . „ / e 2 \ 6 2 

— , a u desnom 1 lijevom tjemenu na realno; osi S ( 4 — , 0), p = — . 

a 4 6 4 \ a ) a 

Kod parabole kruznica zakrivljenosti K u tacki D x (x x , y x ) ima srediste 

( P 2 4 3 f i 2 )* 



Si. 3. 



S 4 3x 1} 

za tjeme je S ( p , 0), a p = p. 



_3V 
P 2 



)• 



a polumjer p = 



P 
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Cleni na gorivo 

J. STRNAD, Ljubljana 

Industrija krije del svojih energijskih potreb z energijo, ki jo je Sonce pred 
stotisocletji kopicilo v gorivih. Toplotni stroji, ki izrabljajo to energijo, pretvonjo 
v najboljsem primeru le okoli 40% kemicne energije gonva v mehansko energijo. 
Nekdaj je bil ta izkoristek se dosti manjsi. Zato ze od nekdaj iscejo moznos i za 
bolj smotrno izrabo kemicne energije goriv. Posebno vneto so se lotili tega problema 
ztradi hitrega krcenja zalog premoga in nafte, ker bi te ob ugodnejsim izkonstku 
trajale dalj casa. Zaradi moznosti, da bi v prihodnosti izkoriscali jedrsko energijo, 
je vnema le malo popustila. 

Toplotni stroji pretvorijo kemicno energijo v toploto, toploto pa dalje v me- 
hansko energijo, zato je njihov izkoristek take majhen. Teoreticno najyecji mozm 
izkoristek ima Carnotov toplotni stroj. Ta ima dva toplotna rezervoarja, toplota tece 
od topljsega z absolutno temperaturo T 2 k hladnejsemu z absolutno tempera uro 
T, Zaradi entropijskega stavka, se lahko v mehansko delo pretvon samo (T 2 -T 1 )/T 2 
00% toploie, k jo odda gorivo toplejlemu rezervoarju. UpoStevat, moramo se, 
da je Carnot stroj same namisljen in so izkoristki resni £ nih toplotmh strojev se 

precej manjsi. 

Ugodnejse izkoristke moramo iskati pri napravah, ki kemicne energije 
ne pretvorjo v toploto, ampak neposredno v kaksno drugo vrsto energije. Zaradi tega 
rozioga so raziskovali clene na gorivo, ki kemicno energijo gonva neposredno pie- 
tvorijo v elektricno energijo. Clen na gorivo je soroden galvanskemu clenu , J 
ooznamo n pr. iz zepnlh baterij- Ciena se razUkujeta po tem, da dobiva S'.v .r,-, 
aen energijo od kenJinih reakdj, pri katerih se trosi ena elektrod ah obe elektrodn 
Tst a vgrajeni v aen. Zato se galvanski aen zaradi delovanja tzrab,. Pr, clenu na 
gorivo je drugace: (na anodo (pozitivno elektrodo) ne- 
prestano doteka gorivo, na katodo (negativno elektro- 
do) pa neprestano doteka snov, ki gorivo oksidira - 
oksidant. Ce ima Clan gorivo obojega zadosti, deluje 
poljubno dolgo casa. Clen na gorivo ima v pnmen 
z galvamskim clenom slabost da kemicne energije ne 
more nekaj Casa obdrzati, ampak jo takoj odda kot 
elektricno energijo. 

Najvaznejsa goriva, ki jih uporabljajo clem, so 
premog, nafta in njuni derivati ter vodi,k. Oksidant 
je vedno kisik iz zraka. Koncni efekt clena na gorivo 
je isti kot pri gorenju tega goriva. Oglejmo si delo- 
vanje clena na premog na naslednji mocno poeno- 
stavljeni shemi! Clan sestavljata dve elektrodi, ki sta 
pomoceni v elektrolit (si. 1). Na anodo dovajamo zrak, 

na katodo oa premog. Na anodi reagira kisik iz . . . 

zraka: molekula kisika in stirje elektroni dajo dva dvakrat negativno nabita k.siy 
kova iona Po elektrolitu pripotujejo kisikovi ioni na katodo. Tu se vezejo z 
ogHUtTv ogljikov dioksid, pri cemer se sprostijo Stirje elektroni. Na anod, ,e Olek- 
sy premalo, ker se porabijo za reakeijo z molekularni kisika^Na katotU * 
elektronov prevec, ker jih oddajajo kisikovi ioni. Tako nastopi med obema elektro- 
dama elektricna napetost. Ce zvezemo elektrodi z vodnikom, tecejo elektroni s ka- 
We na anXkjer^krog sklene. Z enaebani zapiSemo poenctavljeni proces takole: 



CO, 



N, 



rnJ 



K 



4 



4 



0, + N 2 
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na anodi: 0 2 + 4e~ = 20 — , na katodi: 20 — + C = C0 2 +. 4e~; v celosti torej 
0 2 + C = C0 2 , prav tako kot pri gorenju premoga. Elektromi, ki tecejo po vodniku, 
predstavljajo elektricni tok. ki opravlja lahko elektricno delo. V idealnem primeru 
potekajo vse zapisane reakcije reverzibilno in pri eni in isti temperaturi (izotermno). 
Toplote pri tem ne nastane nic. V taksnem primeru je izkoristek clena, to je raz- 
mjerje med oddanim eiektricnim delom in potroseno kemicno energijo, lahko zelo 
blizu 100%. 

Vendar je to na zalost le shema za delovanje clenov na gorivo. V dejanskih 
izvedbah so cleni obremenjeni z vrsto slabosti. Pri delovanju vsakega clena se 
sprosti mekaj toplote, zato so izkoristki malo man j si, kot smo pricakovali. Poleg tega 
je napetost odvisna od jakosti toka, ki ga clen poganja po elektrionem krogu: ce 
jakost toka naraste preko dolo£ene vred«notti, se napetost clena mocno zniza. Zato 
se zmanjsa tudi elektricna moc, ki jo oddaja clen. Zmanjsanje je toliksno, da pred- 
stavlja resno slabcwst clenov na gorivo. 

Tega pojava ni tezko razumeti. Ce naj potekajo reakcije kot pri opisani shemi, 
morajo priti v medsebojni dotik elektroda, elektrolit in gorivo ali oksidant. Elek- 
troda namrec odvaja ali dovaja elektrone, po elektrolitu priitekajo ali odtekajo ioni, 
gorivo in oksidant pa sodelujeta pri reakcijah. Ce enostavino pomocimo kovins-ki 
elektrodi v elektrolit, gorivo ali oksidant pa sta nad elektrolitom v plinskem stanju, 
ze pride do zazelenih reakcij. Vrsijo pa se lahko le v crti, kjer gladina elektrolita 
modi elektrodi. Zato potekajo zelo pocasi in se pri zvecanju jakosti toka napetost 
aniza. To lahko delno odjpravijo katalizatorji, ki pospesijo reakcije. Najbolji ucin- 
kovite pa so porozne elektrode z drobnimi luknjicami, skozi katere elektrolit ne 
more iztekati. S prve strani prodira v elektrodo po luknjicah elektrolit, z druge pa 
gorivo ali oksidant v plinskem stanju. Tako se izdatno poveca povrsina, kjer pote- 
kajo reakcije in je znizanje napetosti zaradi zvisanja jakosti toka manjse. Zato imajo 
vsi cleni, ki utegnejo biti industrijsko zanimivi, gorivo in oksidant v plinskem stanju. 

Prve poskuse s clen na gorivo je pred vec kot sto leti delal v Angliji Grove. 
Opazil je, da stece tok po vodniku, s katerim zvezemo platinski elektrodi, ki sta 
pomoceni v zvepleno kislino, ce je kislina okoli prve elektrode nasicena s kisikom, 
kislina okoli druge elektrode pa z vodikom. S cleni na gorivo se je bavil tudi znani 
fizikalni kemik Ostwald, ki se je zavzemal za nadom stitev toplotnih strojev s cleni 
na gorivo. Svicar Baur je raziskal vec vrst clenov na gorivo. Priporocil je naslednjo 
izvedbo clena na premog: v talino srebra, ki sluzi kot elektrolit, segata ogljena 
(premogova) in nikljasta elektroda. Ob ogljeni elektrodi, ki se neprestano trosi, je 
plast boraksa, ob nikljasti elektrodi pa doteka zrak. Ta clen deluje le pri zelo 
visokih temperaturah. 

Znanih je se dosti drugih izvedb, vendar so v zadnjem casu omejili raziskave 
samo na clene na plinasta goriva: vodik, ogljikov monoksid in ogljikove vodike. 

Druzba General Electric v ZDA raziskuje clene na vodik in ogljikov monoksid. 
Cbe snovi sta v cistern stanju predragi, zato delajo poskuse s cleni na vodni plin 
in na generatorski plin. Generatorski plin nastane v posebnih peceh, generatorjih, 
ce vodijo zrak preko razzarjenega koksa ali premoga. Vsebuje v glavnem dusik in 
ogljikov monoksid. Vodni plin, ki vsebuje v glavnem vodik in ogljikov monoksid, 
pa nastane, ce vodijo vodno paro preko razzarjenega koksa ali premoga. V tem 
primeru lahko toploto, ki se sprosca med delovanjem clena, koristno izrabijo pri 
pridobivanju generatorskega in vodnega plina iz premoga. Taksni cleni obratujejo 
pri temperaturah okoli 700° C. Kot elektrolit sluzi talma kaksnega alkali jskega kar- 
bonata. 
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S 51 eni na propan se ukvarja druzba Allis-Chalmers, ki je prisla v svojih 
prizadevanjih najdlje. Zgradila je uporabaen traktor, ki ga je preko elektromotorjev 
poganjala baterija clenov na propan. V celoti nastane ta iz propana in kisika vodna 
para in ogljikov dioksid, kot pri gorenju propana. Izkoristek, ki so ga dosegli, pa 
je bil dokaj ugodnejsi kot pri toplotnih strojih. Clen na propan je do sedaj izpolnil 
pricakovanja, vendar sodijo, da za proizvodnjo na veliko se ni zrel. 

Cleni na druge ogljikove vodike, predvsem na metan, tudi dosti obetajo. Pre- 
izkusajo jih v Angliji, za zdaj pa se niso kaj prida raziskani. Prav tako kot clen 
na propan so uporabni zato, ker je ravnanje z ngljikovini vodiki preprosto; dajo 
se voditi po ceveh in ne zap-uscajo trdnega pepela kot n. pr. premog. Tudi ti cleni 
obratujejo pri temperaturah okoli 700° C in imajo kot elektrolit talino alkalijskega 
karbonata. 

Predno bo clene -na gorivo lahko uporabljala industrija, bodo pretekla najbrz 
se leta. Velike druzbe, ki bi proizvajale clene na gorivo, pa si od njih nekaj obetajo. 
Na to se da sklepati ipo pospesenem raziskovanjuv zadnjem casu in po tem, da 
svojih izsledkov zaradi konkurencnega boja vec tne objavljajo. 






IZ MOJE RADIONICE I LABORATORIJA 



Difuzija (rasipanje) svjetlosti 

Pokazat cemo kako se moze demonstrirati pojava poiarizacije svjetlosti po- 
modu difuzije. 

Na si. 1 snop zraka svjetlosti iz nekog izvora S (npr. Reuterova svjetiljka) 
ucinimo paralelnim ili slabo konvergentnim. Sa zrcala Z snop se reflektira verti- 
kalno prema dolje i upada u stakleni cilindar sa vodom koja sadrzi malu kolicinu 



nekog rasipnog sredstva. Kao rasipno 
sredstvo mozemo upotrebiti fluorescein, 
odnosno mlijeko (0,5 ml mlijeka na 1 500 
ml vode). Na mjestu gdje snop zraka svjet- 
losti ulazi u cilindar stavimo diafragmu 
(na cnnom papiru izrezemo kruzni otvor). 
Time smo postigli da je snop zraka svjet- 
losti uzi od cilindra i zbog toga povoljniji 
za promatranje. Promatramo li sada di- 
fuznu svjetlost, koja dolazi od tog snopa, 
u bilo kojem smjeru u horizontalnoj rav- 
nini, sa nekim analizatorom* koji rotira, 
konstatirat cemo da je ta svjetlost polari- 
zirana. 

Pokus ce biti efektniji ako polariza- 
tor ne stavimo pred oko vec ga stavimo 
na put zraka koje upada ju na zrcalo Z. 
Kad taj polarizator rotira, snop rasipne 
svjetlosti u cilindru mijenja intesnzitet od 
maksimuma do minimuma. U ovom nam 
je slucaju analizator rasipno sredstvo. 




* Vidi knjigu: B. Markovic, Fizika za VIII. razr., Zagreb 1957 ,str. 68. si. 49, polarizator. 
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Objasnjenje. U mnogim slucajevima nailazimo na intenzivno rasipanje svjet- 
losti zahvaljujuci optickoj nehomogenosti sredstva. Takovo je sredstvo na primjer 
dim (krute cestice u plinu) ili magla (kapljice vode u uzduhu, zatim razne suspen- 
zije, koje predstavljaju mnostvo krutih cestica, koje plivaju u tekucini, razne emul- 
zije, a od cvrstih tijela mlijecno staklo, opal itd. 

Uvijek, kad svjetlost upadne na neko od ovih sredstava, javlja se jaci ili sla- 
biji e'fekt difuzije pozmat pod nazivom Tyndall-ov efekt. Proucavanje difuzije u 
sredstvima gdje je velicina cestica razmjerno malena u odnosu na valnu duzinu 
svjetlosti (od Vs do VioX), dovelo je do otkrivamja nekih zakonitosti, koje je ekspe- 
rimentalno otkrio Tyndall, a teoretski objasnio Rayleigh. 

2. Promotrimo na si. 1 rasprsenu svjetlost jednom u mjeru B, a drugi puta 
u smjeru A. Kod promatranja sa strane uocit cemo, da rasipna svjetlost imade vise 
plavicasti karakter, tj. bogatija je kratkim valnim duzinama; naprotiv svjetlost sto 
prolazi kroz posudu u smjeru A citni se vise crvena tj. boagtija je vecim valinim 
duzinama. Kvamtitativna ispitivajnja pokazuju da, ako se ovisnost intenziteta upadne 
svjetlosti o valnoj duzini prikaze kao neka funkcija / (^), onda za rasipnu svjetlost 

ova ovisnost imade oblik . Prema tome iintenzitet rasipne svjetlosti obratno je 

proporcionalan cetvrtoj potenciji valne duzine (Rayleigh). Nije tesko doci do tog 
zakofna polazeci od predpostavke o sekundarmim valovima emitiranim zbog titranja 
elektrona. Amplituda vala, emitiranog zbog titranja elektrona proporcionalna je nje- 
govom ubrzanju (samo kod pojave ubrzanja gibanja elektrona javlja se promjenljivo 
magnetsko polje i elektromagnetski val). Gibanja elektrona pod djelovanjem vala 
svjetlosti dobivamo po zakonu o harmonicnom titranju: 



a njegovo ubrzanje: 



s = a srnco 1 3 



s" = — a co 2 sin to t . 

Iz ovog slijedi, da je iintenzitet emitiramog sekundarnog vala svjetlosti 

I s " 2 CO 4 . 

Dakle iintenzitet rasipne svjetlosti je proporcionalan cetvrtoj potenciji 
tj. obrnuto proporcionalan cetvrtoj potenciji valne duzine |y 4 ) • 



( 1 ) 

frekvencije 



Postavivsi ovaj zakon za rasprsenje svjetlosti na malim cesticama, Rayleigh 
je (1871) pokusao iskoristiti dobivene rezultate za objasnjenje boje neba, pretposta- 
vivsi da je plava boja neba rezultat rasipanja suncevih zraka u slojevima atmosfere. 
U pocetku je Rayleigh objasnjavao ovu pojavu prisustvom malih cestica prasine, 
no kasnije je dosao do zakljucka da je molekularna struktura atmosfere dovoljna 
za objasnjenje rasipanja svjetlosti. 

Iz izraza (1) slijedi da se ljubicasta svjetlost rasipa 16 puta jace od crvene 
svjetlosti. Zbog toga bijela sunceva svjetlost prelazi difuzijom u plavu boju neba. 
Takav je slucaj kod difuzije u cistom zraku (na visokim planinama, nad oceanom). 
Medutiin prisustvo krupnijih cestica prasine (u gradovima) dodaje plavoj boji neba 
svjetlost, koja je odbijena na cesticama prasine. Boja neba u gradovima nikada 
nije tako izrazito plava, kao u predjelima s atmosferom bez prasine. 

Pojsvu »crvenog« Sunca. i Mjessca pri njihovorn izlazu i zalsz.u, tumacimo 
takoder difuzijom. Kad sumceva svjetlost prolazi kroz slojeve atmosfere razne gu- 
stoce, onda se na pojedinim slojevima djelomicno rasipa i to najintenzivnije svjet- 
lost male valine duzine. Svjetlost, koja dopre do mas pretezno sadrzi vece valne 
duzine (dnevna svjetlost je zuta). Kad je Sunce npr. na zapadu, put ki'oz atmosferu 
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je duzi, pa su u svjetlosti koja je doprla do nas jos vise izrazene vece valine duzine. 
(Sunce 1 Mjesec na zapadu su katkada potpuno crveni). Iz istog razloga dolazi i do 
pojave vecernjeg crvenila na oblacima. 

Ako mjerimo intenzitet svjetlosti rasprsene u razliditim smjerovima, to je 
raspored intenziteta simetrican obzirom na upadnu zraku i obzirom na pravac okomit 
na inju. Krivulja, koja graficki prikazuje raspodjelu intenziteta rasipne svjetlosti 
po pojedinim kutevima, naziva se indikatrisa rasprsenja. Ako je upadna svjetlost 
nepolarizirana onda indikatrisa rasprsenja imade u ravnini crtnje oblik prikazan 
na si. 2. i dana se izrazom: 

I o = (H cos 2 a) . 

Prostornu indikatrisu dobit cemo rotacijom slike oko osi AA' . 

2. Promatramo li rasipnu svjetlost pod pravim kutom obzirom na upadnu 
svjetlost, ta je svjetlost poiarizirana. To smo se eksperimentalno uvjerili. Kad ne- 
polarizirana svjetlost pada ma molekulu O u smjeru OY (si. 3.) onda titranje njenog 
elektrionog polja lezi u ravnini ZOX. Promatramo li rasipnu svjetlost u smjeru OX 
to ce u tom smjeru prolaziti samo oni valovi, cije je elektriono polje okomito na 

os X u ravnini OZX. 

Buduci je boja meba posljedica difuzije svjetlosti znaci da i ta svjetlost pro- 
matrana u smjeru okomito na spojnicu Sunce - nase oko mora biti poiarizirana. 
U to se mozemo uvjeriti, ako pred okom rotiramo analizator. 





Na kraju moramo spomenuti, da sve ove zakonitosti prestaju biti valjane, ako 
je velicina cestica na kojima dolazi do rasprsenja jedmaka ili veca od valne duzine 
svjetlosti. Ova se pojava cesto dogada kod promatranja na koloidalnim otopinama. 
Zavisnost intenziteta rasipne svjetlosti o valnoj duzini, kad dolazi do rasipamja na 
vecim cesticama, manje se primjecuje, tj. rasipna svjetlost je manje plava nego u 
slucaju manjih cestica. Osim toga takova difuzna svjetlost je poiarizirana samo 
djelomicno, pri cemu stepen polarizacije ovisi o velicni i formi cestca. Raspodjela 
intenziteta rasipne svjetlosti po kutovima poprima takoder slozeniji karakter. Dija- 
gram rasipanja postaje nesimetrcan s obzrom na liniju BB', a u zavisnosti od veli- 
cine, oblika, prirode cestica i okolne sredine moze poprimiti vrlo slozene forme, 
sacuvavsi simetriju samo u odnosu na smjer upadne zrake. 

Branka Mikulicic, Zagreb 
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| Z ANIMLJI V O STI I RAZNO 

Markantum de Dominis — 
Marko Gospodnetic 

(1560—1624) 

Povodom 400-godisnjice rodenja 

Markantum de Dominis sigurmo spa- 
da medu ne bas malobrojne nase u£e- 
njake koji su svojim istrazivanjima dali 
znaSajne priloge nauci. On nas zamima 
kao fizicar, iako njegovo djelovanje na 
ostalim podrucjima nije bilo maleno. 

Napisao je dva djela iz podrucja fi- 
zike. U svom prvom djelu »De radiis 
I'isus et lucis in vitris perspectivis et 
iride« (O zrakama vida i svjetlosti u 
ledama i dugi), Venecija 1611. god., daje 
tumadenje .nastajanja duge i to glavne 
i sporedne. Moramo znati da jo to djelo 
izaslo gotovo sto godina prije Newto- 
nova djela Optics (1704), i da se jos 
onda nije nista poblize znalo o rasapu 
ili dispersiji svjetlosti. Dominis tumaci 
nastajanje duge lomom i refleksijom 
zraka Sunca na kapljicama kise (i to 
refleksijom na unutrasnjoj strani kaplji- 
ce). Nastajanje duge eksperimentalno je 
istrazivao na supljoj staklenoj kugli 
ispunjenoj vodom. Za taj rad Dominisa 
znao je Newton i to spominje u svom 
djelu Optics. 

Drugo djelo Dominisa na podrucju 
fizike je »Euripus seu de fluxu et 
refluxu maris sentential (Eurip ili 
nauka o plimi i oseki), Rim 1642. god. 
U to vrijeme nije se znalo da postoji 
sila gravitacije, no Dominis ispravno 
zapaza da je uzrok plime i oseke Mje- 
sec. On smatra da Mjesec privlaci ne- 
kom »magnetskom silom« cestice vode 
oceana. Da bi rastumacio kako nastaju 
dvije plime za jedne ophodnje Mjeseca 
oko Zemlje, tj. za nesto vise nego jedan 
dan, Dominis uzima da postoji jos 
jedna tocka na nebu koja je Mjesecu 
nasuprot, a koja isto tako privlaci vode 
oceana kao i sam Mjesec. On jos na- 
glasava da se val plime oko Zemlje 
krece brzinom ophodnje Mjeseca, ali da 
se s tim valom ne krecu cestice vode. 



Danas nam ta Dominisova otkrica 
izgledaju mozda naivna i trivijalna, ali 
u vrijeme kad su nastala bila su i te 
kako vazan prilog opcoj spoznaji fi- 
zickih pojava. 

Markantum de Dominis rodio se u 
Rabu (1560). Potomak je stare rapske 
porodice. Skolovao se u Rabu, Loretu, 
a vise studije zavrsio je u Padovi, gdje 
je stupio u isusovacki red. Zbog svojih, 
za ono vrijeme, naprednih gledanja na 
svijet istupio je iz isusovackog reda. 
Bio je biskup u Senju, zatim nadbiskup 
u Splitu, ali ne slagajuci se sa splitskim 
kanonicima i trogirskim biskupom, ma- 
pusta Split i odlazi u Veneciju, a zatim 
u London, gdje izdaje politicko djelo 
> De republica ecclesiastical (1617). Zbog 
svog naziranja na svijet iznesenog u 
tom djelu, gdje dokazuje nevaljalost 
glavnih nacela rimokatolicke crkve, bio 
je izopcen iz crkve. Njegov lioni prd- 
jatelj, papa Grgur XV ga pridobije da 
se pokaje i vrati u Rim. Nakon smrti 
Grgura XV bio je zatvorein od Inkvi- 
zicije u Andeosku tvrdavu gdje je i umro 
(1624). Njegovo tijelo, slika i sva djela 
spaljena su javno pred dominikanskom 
crkvom Santa Maria sopra Minerva, na 
trgu Campo de Fiore u Rimu, ma onom 
istom trgu, gdje je na lomaci pred cetvrt 
stoljeca (1600) bio spaljen i znameniti 
Giordano Bruno. 

Bra-Ma 

Geometrijski red i cokolada 
malog Ivice 

Madarski matematicar Laszlo Kalmar, 
jos kao ucenik, ovako si je ilustrirao 
sumu beskonacnoga geometrijskog reda: 

Prodavala se Cokolada, u £iji je svaki 
staniolni omot domisljati proizvadac sta- 
vljao 1 kupon. Tko je prikupio i predao 
u trgovini 10 takvih kupona, dobio je — 
ne plativsi vise nista — nov omot takve 
dokolade. Koliko zapravo vrijedi takav 
potpuni omot ^okolade (zvat cemo ga 
»bruto-cokolada^) ? 

Jasno je, da bruto-cokolada vrijedi 
vise nego sama cista cokolada (zvat cemo 
je »neto-cokolada«), jer je tu kupon, a 1 
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kupon vrijedi 1/10 nove bruto-cokolade, 
jer se za 10 kupona dobiva nova bruto 
cokolada. No 1 10 move bruto-cokolade 
vrijedi vise nego 1/10 neto-6okolade. jer 
joj pripada 1/10 kupona. Za 1/10 kupona 
mozemo, bar u mislima, dobiti 1/100 
bruto-cokolade. U 1/100 bruto-cokolade 
sadrzana je 1/100 kupona, a za to bismo 
opet opet dobili 1/1000 bruto-cokolade, 
itd. itd .oi beskomacnost. Razabiramo, da 
ovaj lanac zbrajanja nikad ne prestaje, 
pa prema tome 1 bruto-cokolada vrijedi 

1 4- — -4 — * — ] h • • . neto-cokolade. 

10 100 1000 

Mali Ivica u skoli jos ne uci geome- 
trijske redove. Stariji brat mu je rekao, 
da je ta suma jednaka 

1 1 _ 10 _ x 1_ 

1 9“ 9 ~ 9 ' 

1 — To To 

Evo kako se Ivica uvjerio, da je ta 
suma taona. Rasudivao je: Ako sve 

skupa, tj. bruto-cokolada vrijedi 1 Vs 
•neto-cokolade, kako mi je moj brat re- 
kao, onda to znaci, da sam kupon vri- 
jedi Vs neto-cokolade, a to onda znaci 
da za 9 kupona moram dobiti 1 neto- 
£okoladu. Idem u trgovinu. 

Ivica, sa 9 kupona u dzepu, obraca se 
trgovcu: »Molim jednu cokoladu. Pojest 
6u je ovdje i odmah zatim platiti!« 
Trgovac ga je dobro pozmavao. pa mu je 
dao cokoladu na kratku »vjeresiju». Ivica 
uzme omot dokolade, cokoladu pojede, a 
onaj 1 kupon priklopi k svojih 9 kupona. 
Pruzi trgovcu 10 kupona (prema uvje- 
tima proizvodaba) i namirio mu je svoj* 
dug. 

Ivica je pojeo neto-cokoladu, kupona 
nema, a svojih 9 kupona je predao 
upravo za tu pojedenu cokoladu. Za 9 
kupona dobio je neto-cokoladu, dakle za 
1 kupon dobio je Vo neto-cokolade. Prema 
tome je zaista 1 neto-cokolada + 1 ku- 
pon = 1 neto-cokolada + Vs neto-coko- 
lade = 1 Vs neto-cokolade. 

Mali Ivica je sumu beskonacnoga ge- 
ometrijskog reda 

1 1 1 1 

1-1 1 H u . . . = l — 

10 100 1000 9 



prakticno dozivio, ne samo okom, vec 
cak i zelucem! 

(Prema knjizi: R. Peter: Das Spiel mit 
dem Unendlichen.) 

M. K. 

Je«aH npiiMep reHepa;iH3amije y 
peiuaBaH>y reoMeTpujcKor 3a^aTKa 

reHepajm30BaTn 3HauM npehn oa pa- 
CMaTpaita je^nor oOjeKTa (mjim je^He 
nojaBe) Ka pacMaTpamy HeKor cKyna 
Kojn caAP^Kn Taj objeKaT (oah. Ty no- 
jaBy). reHepajm3apnja je n npejia3 or 
pacMaTpaita je^nor cKyna Ka pacMaTpa- 
H>y neKor rnnper CKyna Kojn obyxBaTa 
npBM cKyn. 

reHepaJin3apnja je jeAaH oa Haj- 
BajKHnjnx MMcaoHnx npopeca Koju cy- 
flejiyjy npn <J>opMMpatBy jiornuKMX noj- 
mobu m npu cncTeMaTucaHby m ROJbeM 
pa3BnjaH>y Beh cTeueHor 3HaHba. 3aTO cy 
n npriMepn reHepajin3apnje y yneiBy 
ejieMeHTapHe MaTeMaTMKe BeoMa MHoro- 
bpojun. CBaKn npejia3 oa 3aA^TKa ca 
nocebHMM bpojeBMMa na 3aA&TaK ncTe 
BpcTe ajin ca onuiTMM bpojeBMMa je re- 
nepajin3appija. OHa ce nojaBjByje m y 
reoMeTpnjn, Ha npMMep KaA ce oa no- 
CMaTpaita bpoja A^jaroHaJia koa nojm- 
roHa oa 4, 5, 6 mta. cTpaHa M3BeAe on- 
uiTe npaBMJio 3a bpoj Awjajionajia koa 
nojmroHa oa n CTpaHa. Mjim KaA ce oa 
npoynaBaita TpMroHOMCTpMjcKMX cjpyHK- 
pnja oniTpor yrjia npe^e Ha <J>yHKi;Mje 
MaKaKBMx yrjiOBa. 

Moxte ce pehM Ra. je cBaKM cTBapHM 
HanpeA^K y yuemy MaTeMaTMKe (TaKobe 
m HanpeA^K y pa3Bojy MaTeMaTMKe Kao 
HayKe) Be3aH 3a pa3BMTaK cnocobHOCTM 
y3A^hM ce uito BMine y AOM^Hy ancTpaK- 
pMje m reHepajiM3apMje. 

M3HOCMMO npMMep TpM cpOAHa JiaK- 
rna 3aAaTKa M3 njiaHMMeTpMje y HMjeM 
je pemaBaHby 3acTynjbeHa reHepajiM3a- 
pMja. 

I 3aAaTaK 

y kojimko ce HajBMiue TauaKa Mory 
cehM 5 npaBMX ? 

Ra 6m pemMJiM Taj jeAHOCTaBaH 3a- 
AaTaK mm nojia3MMO oa pemaBaiBa join 
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npocTPijnx 3a^aTaKa o 6pojy npecennnx 
Tanaxa 3a 3 n 3a 4 npaBe, Te HaKOH 
qpTai-ta n nocMaTpana #npexTHo yBn- 
feaMO ^a ce Tppi npaBe Mory cehn Haj- 
Bnuie y 3 Tanxe, 4 npaBe y 6 Tanaxa 
pi Haj3a^ 5 npaBnx y 10 Tanaxa. 




Cjj. 1 



Ao^ajy Tpn o6jiacTn BPirne. Taxo^e npn 
npejia3y or 3 Ha 4 npaBe bpi^pimo rb. ce 
fl°A a jy join 4 HOBe o6jiacTPi. IIpeMa to- 
Me pi nppi npejia3y Ha 5 npaBnx flo,zjahe 
ce join 5 o6jiacTn, na n yonniTe npn 
npejia3y o# n-1 Ha n npaBPix RORehe ce 
join n o6jiacTH. 

1 npasa 2 o6jiacTH 

2 npasa 4 o6jiac r rn 

3 npaBa 7 oSjiacTPi 

4 npaBa 11 oSjiacTPi 

5 npaBa ? o6jiacTH 



A cbrb PicTH 3a^aTax reHepajin 3 yje- 
mo: y kojiuko ce uajeume rauana Mozy 
cehn n npaeux? 

JacHo je a a ^ajne upTane 6, 7. utr. 
npaBwx lie noMa^xe MHoro #a ce r olje ro 
pemena, Beh ce 3a^aTax Mo>xe pempiTw 
axo ce pi 3 Tppi HaBe^ena noceGHa cJiy- 
naja n3Befle onuiTPi 3axjnynax: cBaxa 
npaBa cene CBaxy o/i; ocTaJiPix npaBnx, 
flaxne, axo je yxynHo n npaBnx, oH^a 
Ha cnaxoj 0 , 0 ; bmx pimb n-1 Tanaxa. 3aTo 
CBera Tpe6a rb 6y^e n (n-1) npecenHnx 
Tanaxa, ajm c o63npoM rb je CBaxa o/i 
Phiix 3aje,n;HHHxa 3a RBe npaBe, to je 
ibPixoB cTBapHH 6poj .zjBanyTa Mann, Te 
je peuieite 3a#aTxa: n npaBPix Mory ce 

, . n (n — 1 ) 

cehn HajBHine y — - Tanaxa. 

II 3a^aTax 

y kojiuko najeuiue o6jiacru dejte pa- 
ean n npaeux ? 

JacHo je, xao pi y npeTxo^noM 3 a- 
.zjaTxy, .zja he najBnmc oSjiacTn 6 hth axo 
HeMa napajiejiHHx npaBnx n axo xpo3 
jefliiy npecenHy Tanxy He npojia3e Bnme 
0 , 0 ; RBe npaBe. ^axjie nocMaTpajyhn xao 
n y npeTxo^HOM aa^aTxy, jiaxo ynnljaivio 
ro 2 npaBe flejie paBaH y 4 oSjiacTH, 3 
npaBe y 7, pi 4 npaBe y 11 oSjiacTH. Beh 
flajse Gpojame, axo nivia 5 hjipi Bnnie 
npaBnx, nocTaje Temxo n Hehe noMohn 
3a reHepajin30BaH 3aflaTax: cjiynaj n 

npaBnx. A onniTe npasnjio 3 a 6poj o6jia- 
CTn He MoxceMo Jiaxo yonnTn xao hito 
je 6ho cJiynaj y npeTxoanoM 3aflaTKy. 

MnaK nocMaTpajyhn npejia3 o# cjiy- 
naja 2 npaBe na cJiynaj 3 npaBe, yBn- 
baMO fla ce npeTxoflHOM 6pojy oSjiacra 



n npana ? oGjiacTn 

Axo o6ejie?xnMo 6poj oGjiacTn #o6n- 
jeHPix or 2 npaBe ca P 2 , 6poj oSjiacra 
°£ 3 npaBe ca P 3 utr. #axjie n 6poj 
o6jiacTPi or n npaBnx ca P Q HMaheMO 
cJie^ehe no,o;aTxe: 

Pi = p o + 1 

P 2 — + 2 

P 3 = P 2 + 3 

P 4 = P 3 + 4 



^n-i ^n-2 ^ 



p „ - p„-. + " 

Ca6npaibCM cbpix obpix je^HaxocTn 
floSnje ce: 



Pi + Pt + P* + P* + • • • + P n = P 0 +Pi4 
+ P 2 r P 3 + Pn- 1 + 1 + 2+3 + • • • + n — 1 +rc 
a OAaTJie: P n = P 0 + (1 + 2 + 3 + . . . 
+ n-1 + n). C o63npoM rb je P o = 1 n 
ro je 36np npBnx n npnpo^Hnx SpojeBa: 
n ( n + 1 ) 

2 HMaMo Haj3a^: 

P = 1 + ”(” + 1) Tj . p _”* + n + 2 

n 1 1 2 r > 1 n 2 * 

OcTaBjbaMo nnTaoqnMa ^a peine 3 a- 
^aTax: 

y xojihxo je HajBnine oGjiacTn no#e- 
jneHa paBaH ca n npaBnx axo Mefey inn- 
Ma nivra m Me^ycoSHo napajiejiunx? (IIo- 
cMaTpaj Hajnpe cjiynaj xa^ nMa 2 na- 
pajiejine, 3aTnM 3, nT£.) 



Ill 3a^aTax 

y kojiuko uajeume odjiacTU dejie pa- 
ean n npaeux u 1 k pyofcnui^a? 

nocMaTpaneM oBnx Hexojinxo noce6- 
Hnx cjiynajesa yBn^a ce ro nwa hcth 
6poj ooJiacTn axo ce cBe npaBe cexy y 
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KpyJKHMijM, Kao m Ka# c6 ceKy pi BaH rt>e. 
Moxce ce y3eTK Aa ce cbmx n npaBMX 






cexy y KpyxtHMUK, Te, npeMa npeTXOA- 
HOM 3 aaaTKy 6rihe yKynaH 6poj odjiacTM 
n 2 + w -f 2 

y Kpyxcmmw: ^ * 

fteo paBHM BaH Kpyxairme aejin 1 
npaBa na 2 oSjiacTH, 2 npaBe na 4, 3 
npaBe Ha 6, AaKJie: u npaBPix Ha 2n 
oGjiacTH. IIpeMa TOMe yxynaH 6poj cbhx 
oSjiacTH paBirn je: 

n 2 + n + 2 . n 2 + 5n + 2 

+ 2n tj. • 

2 2 




Cu. 3 



OcTaBJba ce HUTaoi^MMa A a peuie 3a- 
AaTax: y kojihko HajBHUie odJiacTH aeJie 
paBaH n npaBHX pi m KOHqeHTpuuHPix 
KpyxcHHqa? 

E. CranojeeuK 
Beorpa# 



Deset lakih pitanja, . . . 

. . . na koje bi mozda ocekivali 
drugaciji odgovor 

Dobro znamo, da kod slicnog pove- 
canja nekog tijela omjeri odgovarajucih 
duzina ostaju sacuvani, a da kod toga 
povrsiine rastu s kvadratom limeamih 
dimenzija, dok volumeni rastu s njiho- 
vim kubusom. Pa ipak te dobro poznate 
cinjonice cesto vode do rezultata, koje 
unaprijed mozda ne bismo ocekivali. 
Oslanjajuci se dakle samo na »osjedaj« 
o velicinama i odnosima medu tnjima 
mozemo lako pogrijesiti. Promotrimo 
deset jednostavnih primjera, u kojima 
moze doci do takvih okolnosti. 

1. Trup nekog 100 m dugog ratnog 
broda izraden je od celionih oklopnih 
ploca debelih 20 cm. Njegov model- 
igracka dug je 12 cm i izraden iz lima 

debljime JL mill metra. Koji od ta dva 
4 

broda je (relativno) masivnije graden? 

Rjesenje. Kod ratnog broda omier du- 

100 m _ 

ljine prema debljini ploce lznosi - 

12 cm 

= 500, a kod igracke 0 ()25 cm - 480. 
Igracka je dakle relativno masivnija, a 
brod je vitkiji! 

2. Eiffelov toranj u Parizu visok je 
300 metara, a na njegovu konstrukciju 
utroseno je oko 8 milijuna kg £elika (tj. 
oko 800 vagona po 10 000 kg). Ako bi 
nacinili slioni model torn j a visine jednog 
metra, bi Li on tezio vise od pola kilo- 
grama? 

Rjesenje. Ako je G tezina modela u 
kg, bit ce, buduci da se kod slionih 
tijela volumeni (dakle uz isti materijal 
i tezine) odmose kao kubusi linearnih 
dimenzija, 

G : 8 000 000 = l 3 : 300 3 , 
sto daje G = 0.296 kg. Model bi dakle 
tezio samo nesto vise od cetvrt kilo- 
grama! -Znaci, unatoc svoje velike tezine, 
Eiffelov toranj je vrlo vitka konstrukcija. 

3. Zemljina kugla ima polumjer od 
oko 6400 km, a najvisa uzvisina na njoj 
(Mt Everest) visoka je 8883 metra. Ce- 
licna kuglica promjera 1 cm izbrusena 
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je tako toano, da najdulji zarez na njoj 

iznosi -qq milimetra. Koja od ovih dviju 

kugala je relativno glada? 

Rjesenje. Omjer »relativne hrapavosti« 



fnemvnma \ kod Zemlje priblizno 

\ polumjer / 

— — — - = 0,0014, a kod celiene kuglice 
6000 km 

0,01 mm __ q oo20. Zemlja je dakle glada. 
5 mm 

Kuglica je 43% hrapavija! 

4. Plod tropskog voca »avokado« 
cesto ima priblizno oblik kugle (promjera 
desetak centimetara). U sredini ploda 
nalazi se velika kostica oblika kugle, 
kojoj je promjer priblizno dvaput tolik, 
kolika je debljina sloja voctnog mesa oko 
kostice. Iznosi li volumen kostice vise 
od 15% volumena Citavog ploda? 

Rjesenje. Neka je V volumen citavog 
ploda avokada, v volumen njegove ko- 
stice, a 2r promjer kostice. Tada je 



= -- = 0,125 ili = 12,5°/ 0 V. 



v r 3 
~V = (2r) 3 ~ 8 
Volumen kostice iznosi dakle mamje od 
13% volumena citava ploda. 

5. Jaja promjera 4 cm stoje 16 dinara 
po komadu, a jaja promjera 5 cm 30 di- 
nara. Kakva se bolje isplati kupiti? 
(Pretpostavljamo naravno, da su jaja 
slidna, a pod >>promjerom-« razumijevamo 
marnji promjer, dakle me »duljinu*« jaja.) 

Rjesemje. Oznacimo volumen veceg 
jaja sa V, a manjeg sa v. Tada je 
V 5 3 

— = Jr =1,95. 
v 4 ,) 

Ako bi dakle veca jaja po jedinici sadr- 
zaja bila iste cijene kao manja, morala 
bi stajati 16 • 1,95 = 31,3 dinara. Buduci 
da stvarno stoje samo 30 dinara, isplati 
se vise kupiti veca jaja. 

6. Zamislimo, da je Zemlja tocna ku- 
gla, i da smo je oko ekvatora opasali 
remenom, koji je za 2 metra duzi od 
opsega ekvatora. Da li bi se covjek mo- 
gao provuci izmedu Zemlje i njenog 



opasaca, ako ovaj mora biti oblika kru- 
znice, koncentrione s ekvatorom? 

Rjesenje. Ako je R polumjer Zemlje, 
a R' polumjer opasaca, bit ce 2R'it= 



, „ 1 m „ 

= 2Rn + 2m ili R — R = = 31,8 cm. 

7C 

I<roz toliki razmak izmedu opasaca i 
Zemlje ne bi se mormalnu covjeku bilo 
tesko provuci. 

7. Analogni zadatak kao prethodni, 
s time da je remen samo za 2 milimetra 
duzi od ekvatora, ali da ga kod provla- 
cenja smijemo zategmuti (ne rastegmuti!), 
tako da dijelom prilegne uz Zemlju. 
(Polumjer Zemlje iznosi oko 6400 km.) 



D 




Rjesemje. Uz oznake prema slid za- 
dano mam je: 

Ops eg remena — 2Rk = 

=- ( AD + DB)—ACB = 2(AD—AC)= 2 mm, 
R = 6 400 km, 
a trazi se velicina CD. 



Kako je AD — AC=R(tga — a), treba 
najprije naci «, za koji je 
1 mm 



tgoc ■ 



0,156- 10~ 9 . 



~ 6,4 10 9 mm 
Moze se dokazati, da za male a (*u 
lucnoj mjeri) vrijedi priblizno 



tg a — oc =4= — - 



3 5 



pa je 



3 

a = y 0,469 • 10~ 9 0,777 • lO^ 3 

(provjeri s tablicama!). Za ovaj kut 
pripadni luk ABC iznosi 

2 Ra. - 6,4 • 10 3 • 0,777 • 10“ 3 - 5 km. 
Izracunajmo, koliko iznosi pripadna 
vrijednost od CD. Kako je 

(CD + R) cos a = R, bit c eCD = R _lj . 
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Moze se dokazati, da za male « (u luonoj 
mjeri) vrijedi pribliano 



pa je 

CD =U 6,4 • 10 6 • y (0,777 • 10" 3 ) 2 m - 1,93 m 

(provjeri s tablicama!). Znaci, normalan 
covjek mogao bi cak bez sagibanja proci 
izmedu Zemlje i njenog opasaca! 

8. Kod drobljenja kamena sortira se 
dObiveni tucenac sitima s okruglim ru- 
pama na frakcije prema velicini, tako 
da na pr. k-ta frakcija sadrzi komade, 
koji su prosli kroz sito sa otvorima 
promjera (k + 1) cm, a zadrzali se na situ 
s otvorima k cm. Ako uzmemo po 1 m' 
svake frakcije ,kako ce se odinositi tezine 
kamena u pojedinim volumenima? 

Rjesenje. U svakom volumenu bit ce 
vrlo priblizno ista koliCina kamena, 
dakle i ista tezina. U grubljoj frakciji 
bit ce doduse veci komadi kamena nego 
u fiinijoj, ali ce u istom omjeru biti vece 
i praznine izmedu pojedimih komada. 
Zamislimo npr. 1 m 3 slicno povecan, 
tako da mu se linearne dimenzije po- 
dvostruce. Time je ukupni volumen i 
kamena i praznina marasao 2 3 = 8 puta, 

pa ce se u y tog volumena nalaziti opet 
ista tezina kamena, kao kod prvotne, 
-dvaput finije« frakcije. 

Iz istog razloga sadrzi litra sitnih 
malina istu tezinu malina kao i litra 
krupnih i slicno. Dakako, uvijek je bitino 
da se usporeduju grupe slicnih predme- 
ta, jer to osigurava isti odnos i spurn jenos 
■, prema ineispunjenom dijelu prostora. 

9. Ukupno pedesetak dana u godini 
puse u Palestini vjetar, koji se (po 
arapskom nazivu za 50) zove »hamsm-«. 
Ovaj je vjetar dosta meugodan, narocito 
za doseljenike, koji na mj nisu navikli, 
jer je vruc i veoma suh, pa tijelu naglo 
oduzima vodu. Znalo se dogadati, da je 
ovo dovodilo i do smrti. 

Hamsin je narocito opasan i neugo- 
dan za malu djecu. Zasto? 

Pjesenie. Uz istu temperaturu i vla- 
znost zraka bit ce isparavanje (gubitak 



tekucitne) pribliano proporcionalam s po- 
vrsinom koze covjeka, dakle s kvadia- 
tom njegovih lineamih dimenzija. U 
drugu ruku, kolicina vode u covjeku pri- 
blizro je proporcionalna s njegovim vo- 
lumenom, dakle kubusom njegovih line- 
arnih dimenzija. Opasnost od gubitka 
tekucine rasti ce, kad raste relativni gu- 
bitak po jedinici volumena, a ovaj je 
zbog recenog obrnuto proporcionalan 
linearnim dimenzijama covjeka, dakle za 
dijete nepovoljniji nego za odraslog. 

10. Da li bi — inafielno — na Zemlji 
mogle postojati zivotinje po volji velikih 
dimenzija? 

Rjesenje. Ako neku zivotinju (u mi- 
slima, dakako!) slicno povecavamo, rasti 
ce joj volumen, dakle i tezina, s kubu- 
som linearnih dimenzija, a poprecm 
presjek kroz nogu samo s kvadratom 
linearnih dimenzija. To znaci da ce spe- 
cificni pritisak po jednom cm 2 presjeka 
kosti nogu rasti proporcionalno s line- 
arnim dimenzijama. Dakle kod izvjesme 
velifcine ^ivotinje, ona bi se zdrobila 
uslijed svoje vlastite tezine! 

Vladimir DevidG, Zagreb 



ZADACI I RJESENJA 



A) Zadaci iz matematlke 

448. riocTaBHTH ycJioB Mcliy cTpanaMa a, b 
h c Tpoyma ARC Kajj ce McanaHe (tokhtuhc 
jinHHje) iioBy^iene H3 B h C ceKy non npa- 
bum yrjioM. 

OflpeAHTH y TOM CJiyvajy reoMeTpHCKO Me- 
cto TeMeHa A, CMaTpajyhn ga je crpatia BC 
CTaJiHa. 

449. Hena je A (x) 3 ajegimuKH cjiaKTOp 
nojiHHOMa P (x) h Q (%). lIoKasaTH ga je y 
tom cjiyuajy A (x) sajegHHUKH 4)ai<Top h sa 
nojiHHOMe P (x) + Q (x) h P ( x ) O ( x ). 

Ha ocHOBy Tora cnpaTHTH pa3JiOMai< 

2x 3 + 5x 2 + 5x + 6 

= 2x 3 — 3x 2 + x — 6 

450. y npaBoyrjioM noopAHHaTHOM cncTeMy 
fl a T e cy Taune A (a, 0), B (b, 0), Tano ga je 
a > 0, b > 0, a < b. OgpegHTH na opgHHaT- 
Hoj OCH T 3 MKV M Tai<o ga je 

^ AMB = 2$. MBA. 
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451. Y npyry AaTor nojiynpeumiKa OA = 

= 1 dm yrmcaH je Tpane3 ABCD> Tano Aa je 
iterona ocHOBHija AD npeumiK npyra. Cdpe- 
Ahth BOA = oc, Tano a ) Aa ce y A3 tom 
Tpane3y MO>Ke ynncaTB Kpyr ; b ) Aa o6iim 
T panc3a GyAe najBehn. 

452. Zadani su vrhovi trokuta A ( — 6, 0), 

B (2, 0) C 12 -i-j i tacka P(l, 5). Prav- 

cem kroz P treba presjeci stranice trokuta: 
BC u D, i AC u E tako da cetverokut ABDE 
bude tetivan. Nadite povrsinu cetverokuta i 
jednadzbu kruznice koja mu se moze opisati! 

453. Pravci p x = % — 2y + 4 = 0 i p 2 — 
«3 jc + 4 y — 18 = 0 sijeku se u tacki P. 
Nadi jednadzbu kruznice koja pravac p x do- 
tice u tacki P, a na p 2 odsijeca tetivu du- 

20 

ljine — ! 

3 

454. Ako je u trokutu 

pc “ ? + Pa + Pb> 
trokut je pravokutan. 

455. ^ Dvije stranice trokuta su 6 cm i 12 cm 
a kut mcdu njima 120°. Kolika je simetrala 
toga kuta? 

456. * . Dvije kruznice diraju se izvana u 
tacki A. Zajednicka vanjska tangenta dira ih 
u tackama B i C. Dokazi da je kut BAC 
pravi. 

457. * Izracunaj (bez trigonometrije) omjer 
stranica trokuta, ako je omjer kutova 3:4:5. 

458. Ako je p prost broj veci od 3, dokazi 
da se 4p 2 -f 1 moze napisati u obliku zbroja 
triju kvadrata. 

Naputak. Svaki se prosti broj veci od 3 
moze napisati u obliku 6 n ± 1. 

459. * Rastavi u faktore: 

a 2 (b + c) + b 2 (c -J- a) + c 2 (a + b) + 2 abc. 

460. Uzcvsi u obzir da kutovi 

360° 180° 720° 

7 5 ~T~ 5 7 

mogu biti kutovi trokuta, dokazi da je 

180° 360° 720° 1 

cos — — • cos - • cos — — = — — . 

461. U trokutu ABC povucene su visine 
AA\ BB'y CC one sijeku opisani krug u 
tackama A ", B ", C". Neka se dokaze da je 

1) A A' = 2 r sin [3 sin y, slicno za BB' i CC'; 

2) AA" = 2 r cos (P — y), slicno za BB" i CC" ; 
AA" BB" CC" 

3) AA 7 + BB 7 + CC 7 ~ 



B) Zadaci iz fizike 

206. Automobil mase 900 kg jednoliko 
se usporava i zaustavi se u roku od 1 s 
na putu od 4 m. Kolika se energija kod 
toga pretvori u toplinu? 

207. Kod normalnih uvjeta je gustoca 
nekog plina 1,42 kg m 3 . Kolika je gu- 
stoca tog plina kod tlaka od 4 at i tem- 
perature 27° C? 

208. Zadan je krug struje prikazan na 
slid. Kolike struje po smjeru i po iz- 
nosiu teku u ^pojedinim granama? 




- 


r 


i 
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i 2 5 a 
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209. Promjenljivi kondenzator kapaci- 
teta od 120 do 1 200 pF ukljucen je u 
titrajni krug. Kolika mora biti samo- 
indukcija tog kruga pa da maksimalna 
rezonantna frekvencija bude 870 kHz? 
Kolika je tada maksimalna frekvencija? 

210. Opticki sistem sastoji se od dvije 
konvergentne lece zarisnih daljina 4 cm 
i 6 cm, medusobno udaljenih 10 cm. Na- 
dite racunom i konstrukcijom polozaje 
slika, ako se predmet nalazi 12 cm 
ispred prve lece. Kakva je priroda slike 
i ikoliko je ukupno povecanje? 

C) Rjesenja iz matematike 

434. Data je jednadzba 

x 2 + 2x + m — 1 = 0. (1) 

a) Ispitati egzistenciju i znak korijena za 
razne vrijednosti parametra m; 

b) Pretstaviti kao funkciju od m izraze 

A — xp + x 2 2 > B = 1 , 

x x x 2 

zatim utvrditiy da li postoji takva vrijednost od 
m da je 1. A = 0, 2. A = B; 
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c) Odrediti one vrijednosti in za koje je 
A 

A > C, gdje je C = — . Rezultat provjeriti na 
B 

grafiku funkcije promjenljive velicine m : A i C. 

a) Nademo iz (1,: 

D = 8 — 4m, D = 0 za m = 2, 5 = — 2, 

P = m — 1, P = Ozaw=l. 
Karakteristicne su vrijednosti: 1, 2. 
Razlikujemo ove slucajeve: 

1) — oo < m < 1, D > 0, 5 = — 2, P < 0, 

< 0 < x 2 ; 

2) m=l, D > 0, P = — 2, P = 0, 

xi = — 2, x 2 = 0; 

3) 1 < m < 2, L> > 0, 5 = -— 2, P > 0, 

< a: 2 < 0; 

4) m = 2, P = 0, P = — 2, P> 0, 

jci = x 2 = — l ; 

5) 2 < m < oo, D < 0: rjesenja kompleksna. 




b) Imamo: 

A = x x a + * 2 2 = (*1 + *») 2 — 2*1*2 = 

= S 2 — 2P = 6 — 2 m, 

1 1 + *2 _ jS ^ 2 

B Xj. + x 2 * 1*2 P 1 — m 

1. /! = 0 za 6 — 2m = 0, m = 3. Vrijed- 
nost ncmoguca, jcr je za realne korijenc m ^ 2. 

2 

2. A = B za 6 — 2m = m 2 — 4m *f 

m — 1 

_[_2 = 0; rjesenja su m l = 2 + )/ 2, m 2 = 
= 2 — |/ 2. Moguce je m 2 = 2 — 2 . 



c ) Dato je: 

- 4 = 



6 — 2m 



= m 2 — 4m + 3. 



Nejednadzba A > C ispunjcna je za 
6 — 2m > m 2 — 4m -f- 3. 

Sredivanjem dobijcmo — m 2 -f 2m + 3 > 0, 
rjesenje — 1 < m < 3, jer je m 5^ 2, ostaje kao 
rjeSenje — 1 < m ^ 2, za m > 2 rjesenja su 
kompleksna, dakle 

A > C za — 1 < m ^ 2. 

P< 2 tfr Vladimir. 4. a r. 5. g. »B. CM, Zagreb 



435. Hama je dyotc AB = 2a. y epedunu O 
me dyoicu noduznyma je nopMana u na iboj uane- 



ceMO OD = manxe A u D cnojeue cy npa- 
eoM AD , a U 3 B je cnyuimeua uopMCUia BC na 



AD. 

a ) M3pauyuamu y (fiyHKifujn od a dyotcuue 
AD , w PC. 

5) JJyoic DO npodyoiceua je OE — an kou- 
empyucana npaea CE Koju cene AB y P. Elo - 
Ka3amu du manne A, C, B u E sieotce na uc- 
moM Kpyey. l-hpanyuamu dyoicuue AP u BP. 

Ha npaBoyrjior Tpoyrjia AOD je 



AD* = a 2 -f hjih AD = — ]/ 5 . 

A AOD ~ A ^CP Kao TpoyrjiH c jeAnaKHM 
yrjiOBHMa na cy hm xoMOJiome cTpaHe npo- 
nopunoHajiHe Tai<o je 



4 a . /— - 

AD : 2 a : AC hjih ^4C = — \ 5 , 



HCTO TaKO 



a 2 a.r- 

a : — = /4C : CP h oAaTJie CP = — K 5 . 
2 5 



Jep je O cpCAniia xHnoTCHy3e npauoyrjior 
Tpoyrjia ABC , to je 0^4 = OP = CC = tf. 




Kano je h OE = a, 3 Haun Aa cy cue nerapii 
TaMKC m hctom npyry KOiwe je cpeflnmTe O 

n nojiynpCMHHK a. 

JIy>K CP je cuMeTpajia ACD, jep je 
ACE = 45°. ACB = 90°, na je n 
Z?C£ = 45°, 



1 — m 
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3aTo je PB : BC = AP : AC hjih 
2 a / — 4cz 

(2a — AP) — \ 5 = AP : — ]/ 5, oaaTJie 
v 5 5 

4 2 

AP = —a, BP = 2a — AP = — a. 

3 

JepeMuh Eu^anay y n. 4 2 p. r. »Cb. Al.« Hum 

436. Parabola y = x (k — x) prolazi kroz 
koordinatni pocetak i sijece Ox u tacki A . JSoji 
uslov mora zadovoljiti k , ako na luku parabole 
OS A, gdje je S tjeme postoje dvije tacke M t i 
M» tako da je <£ OM x A = OM 2 A = 90 ? 
Odrediti u tom slucaju koordinate tacaka Ad 1 
i M 2 . 

Zadana parabola s tjemena u tacki 




sije£e os x u ishodistu O (0, 0) i tacki A (ky 0). 
Nad duzinom OA=k kao promjerom, opisemo 




krug K . Kutovi s vrhovima u tackama M x i 
Mo y gdje krug sijece parabolu su pravi. Srediste 

k _ . 

kruga ima koordinate p = -- , q = 0, poiu- 
k 

mjer mu je p = te njegova jednadzba 
z 

glasi; 

/ k\ 2 k 2 

*■(*“) +^- 0)2 = T 5 

sto sredivanjem daje: 

k s x 2 — kx y 2 = 0. (1) 

Jednadzbu (1) rijesimo sad s jednadzbom 
parabole 

y = — x 2 + (2) 

Iz (2) dobijemo + sto uvrstavanjem 

u (1) daje: x 2 — x 2 — 3> +y ili y(y — 1) = °- 
Otuda imamo y x = 0, y = 1. U dalja razma- 
tranja dolazi samo y = 1 (y x = 0 daje tacke 
O i A, u kojima se‘ sijeku parabola, krug 1 
os x). 



Uvrstivsi y = 1 bilo u (1) bilo u (2) do- 
bivamo jednadzbu: x 2 — kx + 1 = 0. Prema 
zahtjevu zadatka (krug treba sjeci luk OS A 
parabole u dvije tacke) moraju postojati dva 
rjesenja ove jcdnadzbe tj. mora biti D > 0, 
odnosno k 2 — 4 > 0, ( k — 2) (k + 2) < 0 ili 
k < — 2, k > 2. 

Ovo pretstavlja trazeni uvjet, dok ce rje- 
senja gornje jednadzbe glasiti: 

k — \ r k 2 — 4 * + / £ — 4 

*x = 2 5 2 

Na kraju ordinate tacaka i Af 2 : 

l), 

Slika prikazuje graficko rjesenje zadatka za 
5 

k = — . Na osnovu gornjega dolazi se ra- 
2 

cunski do koordinata tacaka Al t i M 2 : 

Mi 5 5 A4 2 (2, 1), 

§to se moze lijepo provjeriti i na slici. 

Imensek Mladen y 4. g r. 7. g. Zagreb 

437. U istokracnom trapezu y u kom su os- 
novice AB — 2a y CD = 2 by upisan je krug sa 
sredistem O. Pokazati da je <£ BOC prav pa 
izraziti u funkeiji od a i b pclumjer r upisanog 
krugay zatim povrsinu trapeza i duzinu koja 
spaja tacke u kojima upisani krug dodiruje 
krake trapeza. 

Ako je a kut Sto ga zatvara krak trapeza 
s bazom tada je 

lgCBO = ^ i <OCB = 90°--J. 

Z 

Tada je 

/ a a \ 

<£ BOC = 180° — ( ' 90 — ~2 + ~2 ) 

dakle < BOC = 90°, r je srednja geomerrijska 
proporcionala duzina a i b dakle r = 1 lab. 
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Povrsina trapeza je P = v • s = 2r (a -f- b) 
tj. P = 2 (<3 + b) J I ab . 

Iz slicnih trokuta 

A FGO ~ A OHF (<£ FOG = * HFO) 
iziazi 

FO : GO = HF : OF ili FO 2 = GO • HF 
GO = 4 = -T^> f O = r — ]/ ab 

x . , _ ( a + ft) * 

i stavimo HF = — imamo ab ^ 



te je trazena duzina x — 



4 ab 



(EF = x). 



a + b 

Marinovic Ante , uc. 4. g r. 7. g. Zagreb 

438. Siranice a , & i c trokuta ABC pripa- 
daju redom pravcima : x — 2y + 1 = 0, x + 
+ y — 8 = 0, x — y +2 = 0. Pravac DE di- 

jeli stranicu AB u omjeru AD : BD = — — , 

a stranicu BC u omjeru BE : CE == 3^ U 

kojem omjeru dijeli pravac DE stranicu A , a 
u kojem visinu trokuta ABC, koja iziazi iz 
vrha A? 

Nacrtajmo sliku. Najprije cemo odrediti 
sjecista pravaca pi, p 2 i Pz ta ^ e A, B i . 
Nalazimo A ( 3 , 5), F (— 3, — 1) 1 C (5, 3). 



Jcdnadzba pravca tackama D (1, 3) i E (3, 2) 
je pi x + 2y — 7 — 0. 

Kako je visina A ABC koja iziazi i vrha 
A okomita na stranicu a, to ce koeficijent 
smjera visine biti k = — 2, a posto prolazi 
kroz tacku A (3, 5) to je njezina jednadzba 
y — 5 = — 2 (% — 3) tj. p 5 = 2x+^ — 11 = 0. 

Sada odredimo sjeciste visine i stranice a, 
tj tacku F koju dobijemo kao sjeciste pra- 
/21 13\ 

vaca p 5 i Pi tj. F ly 3 yl • 

Da nademo omjer u kojem pravac D dijeli 
stranicu AC, kao i visinu iz A, trebamo naci 
sjecista pravaca DE i AC, kao i pravca D i p 5 . 

Sjecista pravca p 4 i p 2 je tacka K, 

,, « Pa 1 Ps « » F- 

Izracunamo li dobijemo IC (9, 1)3 F (5, 1). 

Iz : CK = \ dobijemo omjer u kojem 
pravac DE dijeli stranicu, AC, a iz AE . FE — - 
= X 2 dobijemo omjer u kojem pravac DE di- 
jeli visinu trokuta ABC iz vrha A. 



Iz 9 = 



3 — 5X x 



1— Xi 

jemo trazene omjere tj. 

3 . 

1 



i iz 5 = 



21 n 

3 — ^2 

5 



dobi- 



X = 




Kako tacka D (x, y) dijeli duzinu AB u 



1 — X 2 
5 

~2 m 

Marinovic Ante, uc. 4. g r. 7. g. Zagreb 
/31 28\ 

439. H 3 mauxe A I — 3 — 1 eudu ce memuea 

BC Kpyea x 2 + y 2 = 25 nod ye/iom a = 45°. 
Ako cy x x = - 5, y 1 = 0 Koopduuame maHKt 
B, KOJiuna je dyotcuna memuee BC? 

ripaBa AB mm 3 jeAnaqHHy * — 2y + 5 = 0 

qnjn jc KoecJmitHjeiiT npanua tgcc = — . 

. /31 28\ 

npaoa y4C npoJia3ii npo3 Tam<y I — 3 y 1 
a HMa Koe<J)HijHjeHT npaBita k = tg (45° + a) = 
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= 3, na je Ha ocHOBy jcAHauime v — y x — 
= k (x — x x ) jeAHannua npaBe AC: 

3x — y — 13 = 0. 

KoopAHHaTe Taune C cy peuiema jeAna^Ha 
*2 + y* = 25 3x — y— 13 = 0. 
.Hobnjajy ce ABa napa pemeita: 

24 7 

Xj = 3, y 2 = • — 4; # 2 =* — > yi — ^ > 



ihto 3Ha*m A a npaBa h i<pyr HMajy A Re 3a “ 
jeAHHHKe Ta^ne. 

JXy>KHHe TeTHBa HapanyHaBajy ce Ha ocuoBy 
pacTojan>a Auejy Tauarca 

BC = 4 1^5, a i8C' = 7^2. 
BenancKU JJpazoMUp, 4 2 2 r. 3peibaHHH 



440. ko/0/ nena a duuapa no kiuio- 

epaMy noje$munu 3a p°l 0 , a samuM onem no - 
jecfimuHU 3 a p°l 0 . Ha'nad joj je iieua b duuapa 
KUAoepaM. ll3paHyuamu p. 

(Cnetfuja/iuo : a = 1000 3 b = 640 
HiwaMO 




a p 2 _ 200 ap + 100C0 (a — b) = 0 



200 a ± 200 1 lab 
2a“ 




CneunjajiHo: a = 1000, — 640, 




p l 2 = 100 i 100 • y 0,64 , 

Pi 2 — 100 + 100 • 0,8, 

p x = 20 °/ 0 , p, = 180 °/ 0 omasa. 

Cmojauoeuk Eouiko 
yq. 4 X p. r. »E. CT3HKOBnh« Bpaifee 

441. Enakokraki tangentni trapez ima sred- 
njico 10, a kot ob osnovmci 45°. Izracunaj (na 
2 dec.) vrednost razmerja, v hater cm deli se- 
cisce diagonal diagonalo. 



DEC. 




Kcr je to enakokraki tangentni trapez je 
krak enak srednjici. 



AD = 10, 

10 = AH • |/ 2, od tu AH <= 5 / 2. 
Srednjica je 

\0 = AH + 2DE, DE = y(2 — fi), 

AG = AH + DE = ^-(2+ V 2). 

Izracunati moramo vrednost 
X = AF : FC , 

kcr pa je 

A /IPG ~ A P>PP, 

sledi 

-K = AG-.DE = ^(2 + ]/~2 ):\ (2 — 

X = 3 + 2 / 2 = 5,83. 

Franjo Lautar, dij. 4. r. g. Kocevje 

442. 5 pomocjo kongruence izracunaj ostanek 
deljenja stevila 9 1234' 128 s stevilom 7. 

Za stevilo 91234 lahko pisemo: 

91234 = 3 (i mod 7), 91234 2 ss 2 (mod 7), 

91234 3 = — 1 (mod 7), 91234® = 1 ( mod 7) 

5128 = 6-854 + 4, 

912345128 _ (91234®) 851 • 91234 4 

ker je (91234 6 ) 854 = 1 mod 7), dobimo 
91234 s128 = 9 1234 4 (mod 7), ali 

91234 sl28 --4 (modi), ker je 91234®= 4 (mod 7). 

Po delenju stevila 91234 s128 s stevilom 7 
dobimo ostatck 4. 

Pohar Florijan, 4. b r. g. Kranj 

443. Izvedi pomocu kongruencija pravila de- 
Ijivosti brojeva 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13 u 
brojnom sistemu s bazom 12. 

Kad je osnova brojnog sistema 12 za pi- 
sanje brojeva potrebno je dvanaest znakova 
— cifara 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, (3 
gde je a=10 i [3=11. 

Svaki broj N u ovom sistemu se moze pisati 
N = a„ 12“-+ a„_i 12 n " 1 + a„_ 2 12 n ~ 2 + • • • + 
-f“ a 3 12 3 -f* ^2 12“ + 12 *-f* ^o • 

Kako je 

12 ^ 0 (mod 2), 12 3 = 0 (mod 2) . . . 

bice N ^ a 0 (mod 2). 

Broj je deljiv sa 2 kad mu je zadnja cifra 
deljiva sa 2. 

Kako je 

12 ^ 0 (mod 3)> 12 2 = 0 (mod 3) . . . 

bice N ^ a 0 (mod 3). 

Broj je deljiv sa 3 kad mu je zadnja cifra 
deljiva sa 3. 
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Kako je 

12 = 0 (mod 4), 12* s= 0 (mod 4) . . . 

bide N = a 0 (mod 4). 

Broj je deljiv sa 4 kad mu je zadnja cifra 
dcljiva sa 4. 

j c 

12 s 2 (mod 5), 12* = — 1 (mod 5), 

12 3 = — 2 (mod 5), 12. 4 = 1 (mod 5) . . . 

bice N = (a 0 + 2a j) — (a z + 2a 3 ) + (a« + 2a s ) — 

— (a, + 2a,) + • • • (mod (5) 

ili N = (a, — a t + a 4 ± * ' *) + 

+ 2 (a, — a g + a 6 ± •••) (mod 5). 

Kako jc 

12 = 5 (; mod 7), 12 2 = 4 7), 

12 3 == — 1 (mod 7), 12 4 — 5 (mod 7), 

12® s= — 4 (mod 7) 

bice N = (^o + 5a i + 4a z) — 

— (a 3 + 5 a 4 + 4a s ) + • • • (wtoi 7). 

Kako je 

12 2 s 0 ( mod 8), 12 3 s 0 (mod 8) . . . 

bice N = 12^1 + a 0 (mod 8). 

Dakle, broj je deljiv sa 8 ako mu je dvo- 
cifreni zavrsetak deljiv sa 8. 

Kako je 

12 2 s 0 (mod 9), 12 3 = 0 (mod 9) . . . 

bice N s 12ai + a 0 (mod 9). 

Broj je deljiv sa 9 ako mu je dvocifreni 
zavrsetak deljiv sa 9. 

Kako je 

12 = 1 (mod 11), 12 2 ss 1 (mod 11), 

12 3 es 1 (mod 11) . . . 

bice N ^ a„ + ai + a. + • • * + «» (” wd . U >\ 
Broj je deljiv sa 11 kad mu je zbir cifara 
deljiv sa 11. 

Kako je 

12s — 1 (mod 13), 12* = 1 (mod 13), 

12 3 s= — 1 (mod 13) 

to je N = (a 0 + a z + a 4 + • • •) — Or + a » + 
+ a B + • • •) (mod 13). 

Broj je de'jiv sa 13 ako mu je razlika zbira 
cifara na neparnim i parnim mestima deljiva 
sa 13. 

Pazi: u brojnom sistemu s bazom 12 de- 
kadski broj 12 pisemo 10. 

Dragoljub Arandclovic, 4, r. g. Svetozarevo 

444. S pomoejo kongruence pokazi, da je 

2“ 1 deljivo s 641 ! 

641 = 2 6 • 10 + 1, ali napisano v obliki 
kongruence 2« • 10 m — 1 (mod 641). Ce to 
kongruenco potenciramo s 5 in nato pomno- 
zimo s 4, dobimo 

2 2 ° . 10 5 s — 4 (mod 6411. 



Ker pa je 10* se 4 (mod 641), dobimo 
2 2 = — 1 (mod 641). 

2 5 

S tern pa je dokazano, da je 2 + 1 de- 

ljivo s 641. 

Franjo Lautar , dij. 4. r. g. Kocevje 

Napomena urednistva . Veliki francuski ma- 
tematicar Fermat tvrdio je da je svaki broj 
oblika 2 s +-1, Sdje je N = 2 n , prost broj. 
Euler je prvi ispravio tu gresku nasavsi da je 

2 2& , kako smo pokazali, djeljiv sa 641. 

445. y mpoyzny ABC noeynena je mcuua 

v — AD me je HD = AD ide je H op - 

a D 

motfeumap mpoyena. Hena ce doKaoice da no - 
emoje oee pe/icttfuje : 

tgfi tgy = 3, 2 tga. = tgfi + tgy, 
cos (P + Y) = 2 cos a. 

^ABD = <CHD=$ h -£ACD = -%BHD=y 
Kao yrjioBH ca HOpMajiHHM KpauHMa. 

AD 

H3 TpoyrJia ADB je tg p = ^ , AOi< je s H3 
AD tgy 

xpoyrjia BHD, BD = - — aito yneceHO 

y npcTxojny jeAHaKOCT Aajc tg P tg y = 3. 



C 




KaKO je a + P + Y = 180 ° B P e « H peAaunja 
tg (180° — a) = tg (P + y)- 
Ako pa 3 BHjeiwo H3pa3 noMohy aAuituoHHX 
4>opMyjia h CT3BHMO tg P tg Y = 3 AoonjaMO 
peAauajy 2 tg a = tg(i + tgy. 

Houito epcAU penaunja tg$ tgy = 3 RpcAH 
h 3 cos p cos y — sin P sin y hah 

cos p cosy + sin p sin y — 

= — 2 cos p cos y + 2 sin P sin y . 

H3pa3 na AeBoj CTpaun npeTCTann>a 

cos (P — y), 

AOK je Acciia cTpana jeAHana 

—2 cos (p + y) = 2 cos (180° — p —Y) =. 2 cos a > 
3 Haun Bpe^H h penaunja 

cos (P — * y) = 2 cos a. 

BenancKU JJpcuoMup , 4 2 2 r. 3pcn>ainiH 
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446. Na kruznom kvadrantu OAB kruga po- 
lumjera r nalazi se tacka M. Iz M spusti se 
okomica MC na polumjer OB i spoji se M s A. 
Neka se odredi kut AOM *= x tako da bude 
AM + 2 MC — dj gdje je d zadana duzina. 

Iz slike se vidi da je 

AM , x . x 

— — — = r sin -—y AM = 2 r sin — , 



= r cos x = r \ 1 — 2 sin 2 | , 

V 2 / 



MC 
a otuda izlazi 



2 MC = 2 r — 4 r sin 2 — . 

2 

Prema uslovu zadatka imamo jednadzbu 

x x 

4 r sin 2 2r sin d — 2r = 0 (1) 

2 2 v ' 




rjesenja moraju bid realna tj. Z) 2; 0; otuda 
.9 

d ^—r, 2) 0 i — moraju biti izvan inter- 
vala rjesenja, sto konkretno znaci da treba 
bid /( 0) > 0 i / © > 0, odatle dobivamo 
<i>2r i<i>r )/2. Nadalje mora biti 

„ ^ i 7 2 . 1 1/2 

0 ^ T < “2“ "• 1I< T < T 

sto je uvijek ispunjeno. Iz svega izlazi* dakle 

o , 9r 
2r < d < — . 

4 

Za d = 2r 3 x x = 0°, x 2 = 60° (Af je u tacki 
2 

^4 odnosno na — luka AB ); za 

J 9 . 1 
d = — , 5m — 3 x « 29°. 

4 4 

Nalazi se da je u opcenito slucaju 
0° < x < 29° i 29° < x < 60°. 

Imensek Mladen * 4. g r 7. g. Zagreb 
447. Dat je sistem jednacina 
x y = 9 

y / „ \ 3 






Kako x mora biti sadrzano izmedu 0° i 90° 

jc ^ 

— bit ce sadrzano izmedu 0° i 45°, a sin — 
2 2 

. 1/2 

izmedu 0 i — - . Nuzdan i dovoljan uvjet da 

.... V 2 

se samo jedno rjesenje nalazi izmedu 0 i - — . 

2 

jest da je /( 0) / < 0. 

Jer je /( 0) = d-2r, /(^-) = J — r ^2, 

imamo dalje (d — 2 r) (<Z — r j- 7 2) < 0, odakle 
izlazi r \/ 2 < d < 2r. 

Kako je /( 0) < 0* znaci da veci korijen za- 
dovoljava zadatku. Lako se nalazi da je u 

tom slucaju 60 ° < x < 90 °. Za d = r j/ 2 * 
x = 90°. 

Da se oba rjesenja jednadzbe (1) nalaze 

j/2 

izmedu 0 i treba da su ispunjeni uvjeti: 



а) Resiti jednaanu bez upotrebe logaritamskih 
tablica . 

&) Odrediti parabolu y 2 — 2px = 0 koja 
prolazi kroz tacku M (x y y) y gde je x y y re - 
Senje date jednacine . 

c) Kolika je zapremina tela koje nastaje ro- 
ta cijorn povrsine zahvacene lukom parabole y tan- 
gentom u tacki M (xy y) i ordinatnom osom oko 
x ose? 

fe-e(j) - l' 1 '- 1^')' 

-»)’■>' (I)'-©’ 

v = 2 
x = ± 3 

б) Resenja datog sistema odreduju dve tacke 
M (3y 2) i M x ( — 3y 2). Posmatracemo para- 
y 2 — 2px = 0 kroz tacku M. Smenom x i y 
koordinatama tacke M dobijamo: p = 2/3 pa 
je jednacina parabole 



y 2 — x = 0 



( 1 ) 



c) Jednacina tangente kroz M je: 

y—y M =y'(x — x M ) ( 2 ) 
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Ako diferenciramo jednacinu (1): 

4 1 

2yy' — —=0; y' = — 

pa je jednacina (2): 

x 

y= 3 +1 * 

Tangenta, odakle, sece Ojy osu u N(0, 1). 




Kako je trazena zapremina jednaka razlici 
zapremine zarubljene kupe, nastale rotacijom 
trapeza OAMN i paraboloida nastalog rota- 
cijom parabole (1) oko ose Ox bice: 



V = 1 1^L (:Vm * + y „ y N + y N *) — 



— 71 j y *^ x ^ 7 71 — 71 J' ~xdx = 



4 1 o 

7tT — 7T • — X 2 

3 2 



= 771 67T = 7C. 



Dragoljub Arandelovic , 4 X r. g. Svetozarevo 



Rijesili zadatke iz 1. broja 

Zircon d 4. c r. 5. g. Zagreb, sve za- 

datke; Arandelovic Dragoljub , 4. r. g. Sveto- 
zarevo, 434, 435, 436, 437, 438, 439, 440, 
441, 442, 443, 445, 446, 447; Bago Ante , 4. c 
m STS Mostar, 434, 435, 437, 439, 440, 442, 
446, 447; Cokid Faruk , 4. b r. gimn. Tuzla, 
422; Hotomski Petar , 2 3 raz. 1. g. Zrenjanin, 
435, 437, 440; Imensek Mladcn , 4.g r. 7. g. 
Zagreb, 434, 435, 436, 437, 438, 439, 440, 
441, 442, 443, 444, 445, 446; Jelovac Dorde , 
3. a r. g. Vrsac, 447 (djel.) ; Kalmar Ferenc , 
2 5 r. g. Sombor, 435, 437, 440, 441 ; Konja 
Gordana , 2. c r. 2. g. »Braca Ribar«, Zigreb, 
437, 441; Kune Branko , 4. b r. 1. g. Zagreb, 



438, 439; Lautar Franjo , 4. raz. g. Ko£evje. 
sve zadatke; Marinovic Ante , 4. g r. 7. gimn. 
Zagreb, sve zadatke; Matosin Spiro , 4. d raz, 
5. gimn. »B. Ogrizovic« Zagreb, sve zadatke; 
Mitrovic Radomir , 4 2 r. g. Cupiija, 434, 435, 
437, 438, 439, 440, 441, 446 (djel.), 447 (djel.); 
Paar Vladimir , 4. a raz. 5. g. Zagreb, sve za- 
datke; Peic Radmioy 4. h r. 7. g. Zagreb, 434, 
435, 436, 437, 438, 439 (djel.), 445; Petrovic 
MatOy 3. d r. g. Slav. Pozega, 434, 435, 437, 
441, 445, 446; Pohar Florijany 4. b r. gimn. 
Kranj, sve zadatke; Potocnik Vinkoy 3. r. g. 
Skofja Loka, 437, 440, 441, 442; Ruzid Ivica y 
Zagreb, 442, 447 (djel.); Stankovic Duro , 4. c 
r. g. Slav. PoSega, 447 (djel.); Stanojevid 5. 
Jevrosimay 4. r. gimn. »Sv. Mark.« Nis, 434, 
435, 436, 437, 438, 439, 440, 447; Stevanovic 
Dusany 3. razred gimn. Cuprija, 435, 440; 
BeuancKu flpaeoMupy 4 2 pa3. 2 r. 3pemaHHH, 
CBe 3 aAaTi<e; Fajuh Muaauy 4 4 p. r. Kpary- 
jeBau, 434, 435, 436, 437, 441, 447 (AjeJi.): 
JepeMuh Eu/bauuy 4 2 p. r. »Cb. Mapn.« Hum, 
434, 435, 436, 437, 438, 439, 440, 446 (AjeJi.), 
447;. Koean Ulaudopy 3 X p. 1. r. 3pemaHHH, 
434, 435; KyAMamwjKU BaaduMUpy 4 paa. r. 
JIa 3 apeBan, 435, 437, 438, 440, 441; Jlyeo- 
MupcKu JJpaeocjiaey 4 4 p. r. Kparyjenan, CBe 
3aAaTi<e; Mupneecnu Eopucy 4 kji. nfMH. »M. 
AueB« npHJien, 434, 435, 437, 438, 441, 442 
(AjeJi.), 445, 446; Flanuh Bojucnaey 4 X paa. r. 
Cmca. IlajiaHKa, 434, 435; CmetfaHoeuh Ja- 
zoday 3 2 p. rHMH. 'Rynpnja, 434; Cmojauoeuh 
EoiuKOy 4j p. thmh. »E. CTaHKOBiih« Bpame, 
434, 435, 437, 440; Todopoeuh PamoMUp , 4 X 
p. r. Cmca. FTajiaHKa, 434, 435, 437, 440, 441 ; 
Illapauoeuh Munaity 4a p. r. 'Rynpnja, 435, 
437, 439, 440, 445 (A)en.). 

Naknadno stigla rjesenja 

Dclinic Kresimiry ucen. 4. grad. tehn. skole 
»R. Bosk.« Osijek, 434, 435, 436, 437, 438, 
439; Feher Kamil , 4. r. gimn. Sombor. 434 
(djel.), 435, 437; Ivko Bogumir , 4. d r. gimn. 
»B. Ogriz.« Zagreb, 434, 435, 437, 438, 439, 
440, 441; Jankovic Branimir , 4. a r. 2. gimn. 
»B. Ribar« Zagreb, 438 (djel.), 439; KorSos 
Arpady 4. v raz. g. Vrsac, 434, 435, 440, 447 
(djel,); Macek VilkOy 4. b r. 2. g. Ljubljana, 
sve zadatke: Miletic Srbobrariy 4. raz. gimn. 
Cuprija, 435, 437, 440, 441; Milojkovic Bozi - 
dar 3 4. raz. g. Cuprija, 435, 437, 440, 441, 445: 
Mitar ZdenkOy 4. b r. 6. g. Zagreb, 434, 435, 
437, 438, 439, 441 447 (djel.): Muzdalo Mi - 
lany 4. a r. gimn. Knin, 434, 435; Obradovid 
Markoy 3. raz. S. T. S. Virovitica, 446 djel.); 
Paib Lojoy 4. r. g. Foca, 435, 437, 440, 445; 
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Radovic Milan , M-33-STS, Valjevo, 435, 437, 
439; Savic Zelen , Teh. mas. sk. M 4 Titograd, 
438, 439; Stevanovic Du$an> 3 X r. g. Cuprija, 
437; Saub Kreso , 4. b r. 6. g. Zagreb, 435, 
437, 438, 439, 440, 447; Vucak Stefan , 4. a 
r. g. M. Sobota, 434, 435, 440; Weisser Ma- 
rijan , 3. d r. g. Si. Pozega, 434, 435; Zivko- 
vic Ratko , 3. a r. gimn. Knin, 435, 438, 439; 
Joeanoeuh C/io6odau , 3j p. r. Tynpuja, 434, 
435, 437, 440; KyAMamuijKU BnaduMup , 4 p. 
Jlasapenan, 434, 436, 447; MaKCuh Todop , 
4 2 pa3. r. >'E. Ct.« Bpame, 445, 447 (Ajeji.); 
MuAoeauoeuh Mupjaua , 3 4 piiMH. r. Tynpuja, 
434 (Ajeji.), 435; Heiuuh Mu/iau , 4 t p. rHMii. 
Tiynppija, 434, 435, 437, 438, 439, 440, 441, 
445; IlunepcKu /{paean, 4 3 p. r. IlpniiiTHHa, 
435, 438, 445; UomonnuK 3jiamK0 , 3 5 pa3peA 
14 Georp. r. 434, 435, 437, 441, 445, 447; 
Cmauojeeuh 3opau, 1 3 pa3. r. Tynpiija, 440; 
CmojKoeuh M. Remap, 2 2 p. itimh. Tynpnja, 
441, 446 (Ajeji.); Tacuh JJ. Mune, 2 3 pa 3 . r. 
»E. Ct.« Bpaibe, 447 (Ajeji.); Todopoeuh Re- 
map , 4 4 pas. r. »H. JI. PnGap« EeorpaA, 434, 
435, 436, 437, 433, 439, 440, 441, 446 (Ajeji.), 
447 (Ajeji.). 

Pravodobno stigla rjesenja iz 4. broja 

Andric Ivan , 4. c r. 5. gimn. Zagreb, 433; 
Lautar Franjo, 4. raz. g. Kocevje, 420, 421, 
422, 423, 425, 426, 427, 428, 429, 430, 431; 
432, 433; Mitar Zdenko , 4. b r. 6. g. Zagreb, 
420; Mitrovic Milorad , 3. r, g. Niksic, 421 
(djel.), 422, 432; Peic Radmio , 4. b raz. 7. g. 
Zagreb, 421, 422, 425 (djel.), 426 (djel.), 427, 
432 (djclJ; Potocnik Vinko , 4. raz. g. Skofja 
Toka, 421, 427; AlaKcuh Todop , 4. p. tomh. 
»E. CraHKOBHh« Bpame, 420, 421, 423, 432; 
MupnescKii Eopuc , 4 kji. thmh. »M. AijeB«, 
npiuien, 420, 421, 422, 423, 427, 428, 431 ; 
Hukoaoqcku Mean, 2 2 kjt. himh. »LIb. JIhmobw 
CK onje, 423; Hoeak Jfeoe^eeuh , tcx. uiKoaa 
(rco 3 ) TmorpaA, 423; Tacuh Muac, 2 3 p. r. 
»E. Ct.« Bpaite, 420, 421,432. 

D) Rjesenja zadataka iz fizike 

201. Silu P -= 20 kp treba rastaviti na dve 
paralelne komponente P x i P 2 . Komponenta 
P L — 15 kp i hvatiste te site je a — 2 m uda- 
Ijeno od smjera sile P. Kolika je druga kompo- 
nenta 1\ i gdje joj je hvatiste? 

Pe3y:rraHTa Ane napajiejiHe cnjie, je jeA- 
nai<a 36npy thx cnjia a pacTojama ce OAHoce 
oophvto nao Bejiimime ciuia. 

3Hami Aa je 

P = P t +P 2 , Tj. P 2 = P— P 1 = 20— 15 = 5 kp. 



H3 pa3Aiepa: P x : P 2 = b : a , rAe je b yAa- 
jteiiocT xBaTHiiiTa chjic P 2 o a CMepa (HJie P 4 
H3Jia3H 




15 • 2 
5~ 



= 6 m. 



XBaramTe cnjie P 2 = 5 kp jc b = 6 m yAa- 
jbeno oa CMjepa chjic P. 

TaAuh MuAau , yu. 4 4 p. r. KparyjeBan 



202. Iz horizontalne cijevi koja je L — 0,6 m 
iznad zemlje istjece voda i pada s = 1,75 m 
daleko. Kolika je brzina v, vode koja istjece iz 
cijevi! 

Brzinu v kojom voda istjece izracunat ce- 
mo kao brzinu horizontalnog hica. 

Ako stavimo ishodiste koordinatnog sustava 
na rnjesto gdje voda istjece onda vrijede for- 
mula za horizontalni hitac: 



g 

x = v r, y t 2 . 

2 

Eliminirajuci t iz te dvije jednad2be dobivamo 



y = — 



2v 2 ' 



ili 



v = |/ — 



gx* 



Kako je s = x — 1,75 m, a — y = L = 0,6.m, 

f 1,2 — 



m s~ 



Brzina vode koja istjece iz cijevi je 
v = 5 m s _1 . 



Marinovic Ante , uc. 4. g r. 7. g. Zagreb 



203. Jedna tekucina ima temperatu,u t i °C i 
specif ienu toplinu c 1 , a druga tekucina ima tern - 
peraturu t 2 °C i specif ienu toplinu c t . Zelimo 
dobiti smjesu od p kg tekucine cija je tempera - 
tura t°C. Koliko kg moramo uzeti jedne , a ko- 
koliko kg druge tekutine? 

Ako oa npne tcuhocth y3MCM0 x kg, oa 
A pyre heMO y3eTH p — x kg. 

JeAHamma TonjioTHC paBnoTe>Ke rjiacn: 

Ci* (t x — 0 = c 2 (p — x) (t — r 2 ). 



OAaTJie : 



p — jc = 



pc 2 (t - tj ) 

(h — t) + c 2 (t — t 2 ) 

pci (h — t) 



kg> 



Cl (tx — t) + C 2 (t — t 2 ) 9 
JepeMuh Eu/baua > yu. 4 2 p. t.^Cb. M.« Hhui 



204. Koju temperaturu ima voda , ako se 
3 kg leda od 0 °C polije s 4 kg kipuce vode ? 
Latentna toplina talenja leda je 80 kgcal 
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Da se stali led potrebuje: 

Q x = q t m «= 80 kkal kg- 1 • 3 kg = 

= 240 kkal toplote. 

4 kg kipece vode usebuje 4 ♦ 100 kkal = 
a 400 kkal toplote. 

Iz tega sledi, da se 

400 — 240 Ideal =160 kkal 
toplote porabi za segrevanjc 7 kg vode (3 kg 
staljen led + 4 kg vode) od 0 °C na O' r C. 

Iz Q = m • c • O je 



Voda ima temperaturu 22,8 °C. 

Potocnik Vinko , dij. 3. r. g. Skofja Loka 

205. Ynymapibu omnop hckob e/ieMeuma je 
0,24 Q. Kad je eaibCKU omnop Kpyea empyje 
5 O, jaKocm empyje y moM Kpyey je 0,36 A. 
Koaukcl je eAetanpoMomopua cuna eMMewna? 

IIoiiito ce pa ah o peAHoj Be3H ynynaH ot- 
nop KOJia jeAHan je 3onpy nojeAHHHX oraopa: 

R = R k + R% • 

IlpeMa Omovu 3anoHy, c ob3HpoM Aa je 
janiiHa crpyje jeAHaiea y uenoM i<ojiy, cjie- 
Ayje: 

E — I ■ R = 0,36 (0,24 + 25) = 1,89 V. 
EjieKTpoMOTopHa CHJia eneMeHTa je 1,89 V. 
Beuanchu JfpaeoMUp, yu. 4 2 p. 2. r. 3peH>aHHH 

Rijesili zadatke iz 1. broja 

Andric Ivan, 4. c r. 5. g. Zagreb, 201, 202, 

203, 204, 205; Brkanovic Pavao, 2. r. gimn. 
»C. Gamulhu Split, 201, 203, 204; Cerovecki 
Zdravko, 3. a raz. g. Samobor, 201, 202, 203, 

204, 205; Feher Kamilo, 4 4 raz. g. Sombor, 
201; Imensek Mladen, 4. g r. 7. gimn. Zagreb, 
201, 202, 203, 204, 205; Jclovac Dord:, 3. r. 
g. Vrsac, 205; Jesenko Joze, 3. b r. g. Kranj, 
201, 202, 203, 204, 205; Kopac Vesna. 2.d 
r. 1. g. Zagreb, 204; Lautar Franjo, 4. r. g. 
Kocevje, 201, 202, 203, 204, 205; Marinovic 
Ante, 4. g r. 7. g. Zagreb, 201, 202, 203, 204, 
205; Mitrovic Radomir, 4 a r. gimn. Cuprija, 

201, 202, 204 (djel.), 205; Peic Radmio, 4. b 
raz. 7. g. Z-grcb, 201, 202, 203, 204, 205; 
Petrovic Mato, 3. d r. gimn. SI. Pozega, 201, 

202, 203, 204, 205; PoJtar Florijan, 4. raz. g. 
Kranj, 201, 202, 203, 204, 205; Potocnik 
Vinko, 3. r. g. Skofja Loka, 201, 202, 203, 
204. 205; Ruzic Ivica, Zagreb, 201, 202, 203, 
204, 205; Stankovic Duro, 4. r. g. SI. Pozega, 
201; Stanojevic Jcvrosima, 4 r. g. »Sv. Mark.« 
Kis, 203 (djel.; 205; Stevanovic Miioslav, 3 4 
r. g. Cuprija, 201; Saranovic Milan, 4. r. g. 



Cuprija, 204 (djel.), 205; Sprem Franjo, 3.c 
raz. gimn. »I. L. Ribar«, Osijek, 202, 204; 
BenancKU JdpcuoMup, 4 2 pa3. 2. r. 3peH>apHH, 
201, 202, 203, 204, 205; rajuh Munau, 4, p. 
ru.MH. Kparyjenan, 201, 202, 203, 204, 205; 
JepeMuh Eocu/bna, 4 2 p. r. »Cb. MapK.« Hum. 
201, 203, 205; KoncmaHtnmioea 75. Mu.iuifa, 

4 S p. tomh. 'Rynpnja, 201, 204, 205; Koean 
Ulandop, \ p. r. 1. rttMH. 3peibaHHii, 201; 
KyjtMamttfKU BnaditMUp, 4. pa3. r. JIa3apeBau, 
201, 202, 204, 205; IJaiumpoeuh Padomip, 2 t p. 
thm. "Rynpuja, 201, 204; Cmecfiauoeuh Jatoda, 

3 2 pa 3 . r. "Rynpuja, 201, Cmojanoeuh Eouiko, 

4 pa3. r. »E. CTaHKOBHh«, BpaH>e, 201, 205. 

Naknadno stigla r jesenja 

Ivanov Nikolinka, 2. raz. g. Cuprija, 201, 
202; Jan Ivan, gimn. »B. Semelic« Pula, 202, 
204, 205; Kelemen Aleksander, 4. a raz. gimn. 
M. Sobota, 201, 203; Konstanvinovic D. Mi- 
lica, 4 2 r. g. Cuprija, 201, 204, 205; Macek 
Vilko, 4. b r. 2. g. Ljubljana, 201, 202, 203, 
204, 205; MUivojevic Miodrag, 4, r. g. Cu- 
prija, 201, 202, 204, 205; Obradovic Marko, 

3. raz. g. STS Visoko, 205; Paar Vladimir, 

4. r. 5. g. Zagreb, 201, 202, 203, 204, 205; 
Stanojevic Milan, 4. r. g. Cuprija, 201, 202, 

203, 204, 205; Stevanovii Dnsan, 3 1 r. gimn. 
Cuprija, 201; Vucak Stefan, 4. a raz. g. M. 
Sobota, 201, 203, 204, 205; Weisser Marijan, 
3. d ra 3 . g, SI. Pozega, 204, 205; Joeanoeuh 
CjioSodan, 3j p. thmh. "Ryiiptija, 201 ; JlyKith 
Munau, 2 2 p. r. Rynpuja, 201, 204; Matccuh 
Todop, 4 2 pa3. r. »B. Ct.« Bpame, 201, 205; 
Heutuh Murnu, 4 X p. r. HynpHja, 202, 202, 

204, 205; Ilempoeuh PadoMUp, 2 2 pa3. r. Ty- 
npuja, 201, 204; IIunepCKU JJpaean, 4 3 p. r. 
IIpHUiTUHa, 201 : TacuH R. Mu/ie, 2 3 pa3. r. 
»B. Ct.« Bpaite, 201, 202, 205: Sibric Ivan, 
3. b r. g. Samobor, 201, 202, 203, 204. 205; 
Matuka Franjo, 4. r. g. Visoko, 202, 205. 

Pravodobno stigla rjesenja iz 4. broja 

BenaHcmt flpato.mp, 4 2 p. 2 r. 3peH»aiinii, 
196, 197, 198, 199, 200; Andric Ivan, 4. c r. 

5. g. Zagreb, 196; Cohic Faruk, 4. b raz. g. 
Tuzla, 198, 199; Potocnik Vinko, 4. r. gimn. 
Skofja Loka, 196, 197. 

Pri zakljucku lista stigla ova rjesenja 

Iz matematike: Eotdanoe Mean, 4 p. r. 
»LL Hhmob«, Cnonje, 434, 435, 437. 438, 440, 
447 (,nje.n.); Imanovic Munever, 4 r. g. Gra- 
dacac, 434, 435, 436, 437, 438, 439, 440, 441, 
447 (djel.); Sibrii Ivan, 3b raz. g. Samobr, 
435, 436, 437, 438. 439, 440, 441, 447; Matuka 
Franjo, 4. r. g. Visoko, 434, 435, 436, 440. 
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Vjezbe za ucenike srednjih skola 

Primjena poucaka o kongruencijama na 
pokuse s brojem 9 i 11 kod racunskih 
operaciija 

U proslom smo broju dokazali ove poucke: 

1. Ostatak Sto ga dobijemo kad neki brcj po- 
dijelimo s 9 isti je kao kad zbroj znamenaka 
toga broja podijelimo s 9. 

Npr. ostatak sto ga dobijemo kad 12356 
podijelimo s 9 je isti kao kad 

1+2 + 3 + 5 + 6- 17 
podijelimo s 9; taj je ostatak 1+7 = 8. 

2. Ostatak sto ga dobijemo kad neki broj po- 
dijelimo s 11 isti je kad kad razliku izmedu 
zbroja znamenaka na neparnim i parnim mje- 
stima podijelimo s 11. 

Npr. Ostatak sto ga dobijemo kad 12356 
podijelimo s 11 je isti kao kad 

(6 + 3 + 5) — (5 + 2) = 10 — 7 = 3 
podijelimo s 11; taj je ostatak 3. 

Pokazimo sad kako se kod mnozenja i di- 
jeljenja cini pokus s brojem 9 i 11. 

Ako je npr. A multiplikand, B multiplika- 
tor, C produkt, onda je 

AB = C. 

Neka je A ss r x {mod 9), B = r 2 {mod 9 ), 
izlazi da je AB = r x r 2 {mod 9). Ako je sad 
r x r 2 == r {mod 9) mora biti C = r { mod 9). 

Brojevi r x , r 2 , r odreduju se na gore ua- 
vedeni nacin. 

Ispitajmo pomocu pokusa s brojem 9 umno- 
zak 65 687 • 853 = 56 931011. 

Odrcdimo r x ; taj je isti kao kad 
7 + 8+ 6 + 5 + 6 = 32 
podijelimo s 9; broj 32 daje isti ostatak kao 
3 + 2 = 5; dakle je r x = 5. Odrcdimo sad r 2 ; 
taj je ostatak isti kao kad 8 + 5 + 3=16 po- 
dijelimo s 9; dakle je r 2 = 1 + 6 = 7. Umno- 
zak r x r 2 = 35, 35 podijeljeno s 9 daje ostatak 
r = 8, pa mora i 56931011 podijeljeno s 9 
dati isti ostatak 8. Ako 5 + 6+ 3 + 1 + 0 + 
+ 1 + 1 = 17 (9 ne treba racunati kao ni 
zbroj dviju znamenaka koje zajedno daju 9 
npr. 6 i 3) dobivamo ostatak 8. 

Oba se ostatka slazu; mozemo zakljuciti da 
je racun zjerojatno dobar; ako se oni ne bi 
slagali, racun bi sigurno bio pogresan. 

Slicno se radi i pokus s brojem 11. I ovdje 
treba oirediti brojeve r 13 r 2 i r; ti se brojevi 
dobiju kad razliku izmedu zbroja znamenaka 
na neparnim i parnim mjestima podijelimo 
s 11. Ostatak r x dobivamo kad 

(7 + 6 + 6) — (8 + 5) = 19 — 13 



podijelimo s 11, r x = 6 ; r 2 dobivamo kad 
(3 + 8) — 5 = 6 podijelimo s 11, r 2 = 6, 
ostatak r dobivamo kad 6 • 6 = 36 podijelimo 
s 11, r = 3; isti ostatak moramo dobiti kad 
(1 + 0 + 3 + 6) — (1 + 1 + 0 + 5) = 10 — 7 = 3 
podijelimo s 11; ostatak je 3 i pokus se sla2e. 

Slicno se moze izvesti pokus s brojem 9 i 
11 kod dijeljenja. 

Ako je A dividend, B divizor, Q kolicnik, 
R ostatak, tad je A = BC + R. 

Neka je B == r x {mod 9), C = r 2 {mod 9), 
R ~ r 3 { mod 9), tad j e 

BC + R = r x r 2 + r 3 {?nod 9) ; 

ako je r x r 2 + r 3 = r (mod 9), tad mora biti i 
A = r {mod 9). 

Npr. 874659 : 256 daje za kolicnik 3416 i 
ostatak 163, te je 

874 659 = 256 . 3416 + 163; 
kod pokusa s brojem 9 je r x = 4, r a = 5, 
r 3 = 1, r x r 2 + r 3 = 21 = 3 (mod 9). Isti osta- 
tak mora biti i dividend podijeljen s 9; na- 
lazimo da je zbroj znamenaka dividenda 39 
te taj broj podijeljen s 9 daje doista ostatak 3. 

Nacmimo jos pokus s brojem 11; nalazimo 
da je r x (6 + 2) — 5 tj. r x = 3, r 2 = (6 + 4) — 
— (1 + 3) ili r 2 = 6, r 3 = (3 + 1) — 6 = 
“ — 2 (mod 11) ili r 3 = 9 (treba dodati 11 
ili mnogokratnik od 11 ako hocemo da dobi- 
jemo pozitivni ostatak) i onda je 

r = 3-6 + 9 (mod 11) ili r = 5. 

Pokus se slaze, jer je takoder ostatak od 
874 659 podijeljen s 11 kongruentan 

(9 + 6 + 7) — (5 + 4 + 8) (mod 1 1) 
tj. r = 5. 

Slicno se moze naciniti pokus s brojem 9 
i 11 kod kvadriranja i kubiranja i opcenito 
kod dizanja na bilo koju potenciju. 

Ako je N'^r (mod 9), to je N 2 =r 2 (mod 9), 
ako je sad r 2 — r' (mod 9) to je i 

N 2 = r' (mod 9). 

Npr. 625 2 = 390 625, 

625 4 (mod 9), 

625 2 = 7 (mod 9) 

mora biti 390 625 = 7 (mod 9) a to i jest jer 
je 2 + 5^7 (mod 9). 

Ili npr. pokus s brojem 11 
625 = 9 (mod 11) 

625 2 == 81 = 4 (mod 11). 

Onda mora biti i 390 625 = 4 (mod 11), jer je 
(5 + 6 + 9) — (2 + 0 + 3) = 20 — 5=4 (mod 1 1). 

Razmatrajmo pokus s brojem 9 kod kubi- 
ranja. 
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Ako je N = r (mod 9), to je i 
N z 55 r 2 (mod 9); 

ako je sad r 3 =s r 7 (mod 9), mora biti i 
N* = r' (i nod 9). 

Npr. 25 6 3 - 16 777 216, 

256 ss 4 (mod 9), 

256 3 = 1 (mod 9) 

pa mora biti i 16 777 216 ss 1 (mod 9), a to 
jest, jer jc 37 = 1 (mod 9). 

Ili pokus s brojem 11; 256 s? 3 (mod 11), 
256 3 = 5 (mod 11), mora biti 

16777 216 = 5 (mod 11), 
a to jest, jer je 

(6 + 2 + 7 + 6) — (1 + 7+ 74-1) = 

= 21 — 16 = 5 (mod 11). 

Analogno mozemo ispitati s pomocu broja 
9 i 11 i slozenije izraze, npr 

64 2 • 17 • 23 — 56 2 • 49 = 

= 1 601 536 — 153 664 = 1 447 872. 
Zamijenimo svaki broj na lijevoj strani nje- 
govim ostatkom s obzirom na broj 9 ili 11. 
Nalazimo 

1» . g . 5 — 2 2 • 4 = 40 — 16 = 6 (mod 9) ; 

1 447 872 = 33 (mod 9) = 6 (mod 9). 

Ili pokusom s brojem 11. 

9 fe • 6 • 1 — l 2 • 5 = 486 — 5 — 

= 481 = 8 (mod 11), 

1 447 872 ss 15 — 18 = — 3 = 8 (mod 11), 
pa vidimo da se pokus slaze. 

O prostim i slozenim brojevima. Razla- 
ganje slozenih brojeva u proste faktore 

Prirodni broj a djeljiv je prirodnim brojem 
by ako se b nalazi u a bez ostatka tj. ako je 
a = 0 (mod 6). Broj b je mjera ili divizor 
broja, a broj a je visekratnik od b. Ako je 
a = 0 (mod b)y to je a — bq. 

Npr. 48 je djeljivo s 3, jer je 48 = 0 (mod 3), 
48 je visekratnik od 3, a 3 je mjera od 48. 

Svaki je broj djeljiv s 1 i samim sobom. 
Brojevi koji su djeljivi samo sa 1 i samim 
sobom zovu se prosti brojevi. Npr. 7, 11, 19. 
Brojevi koji osim 1 i samog sebe imaju jos i 
drugih mjera zovu se slozeni brojevi. Npr. 15, 
24, itd. 

Broj 1 je djeljiv samo si pa ga redovno 
ubrajamo medu proste broj eve. 

Ako se neki broj m nalazi u dva ili vise 
brojeva bez ostatka, to se broj m zove za - 
jednicka mjera tih brojeva. Npr. 5 je zajed- 
nicka mjera od 25, 45, 70, Kakvagod dva 



broja imaju uvijek zajednicku mjeru 1. Bro- 
jevi koji nemaju druge zajednicke mjere osim 
1 zovu se relativno prosti brojevi. Relativno 
su prosti brojevi npr. 8 i 15. 

Ako je a = 0 ( modm ) to je i ac= 0 (mod m) tj. 

Ako je neki broj m mjera broja a , on je 
mjera i svakog visekratnika broja a. 

Ako je a == 0 (mod m) i b = 0 (mod m) to je i 
a -p b = 0 (mod m) i a — b = 0 (mod m) tj. 

Ako je neki broj mjera dvaju brojevay on je 
mjera i od njihova zbroja i njihove razlike. 

Svaki je slozeni broj djeljiv s jednim prostim 
brojem. 

Neka je a slozeni broj, on ima konacni 
broj mjera razlicitih od 1 i od broja a, a 
jedna od tih mjera svakako je najmanja. 
Oznacimo je s m, m mora biti prost broj; 
jer kad bi m bio slozen broj, imao bi opet 
jednu mjeru m', koja je mania od m. Ta bi 
mjera bila takodcr mjera broja a , jer je a vi- 
sekratnik od m, dakle bi m 7 koje je manje od 
m biia mjera broja rn. To se protivi pretpo- 
stavci da je m najmanja mjera broja a. 

Osnovno svcjstvo slozenih brojeva. Neka je a 
slozeni broj ; on je djeljiv sigurno jednim 
prostim brojem p v pa je 

a = p x q gdje je q < a. 

Ako je q prost broj, broj a je napisan u 
obliku produkta dvaju prostih faktora. Ako 
je q slozen broj, on je opet djeljiv jednim 
prostim brojem p 2 te je q = p 2 qi i odatle 

a = pip 2 <h . i Ql < < 1 - 

Ako je q x prost, a je produkt prostih fak- 
tora, ako nije q x je djeljiv prostim brojem p 2 
te je ^ = Pzq*, q* < qi i odatle 

a = pip 2 P 3 q ~2 • 

Kolicnici q 19 q 2} q 2 . . . svc - se vise i vise 
umanjuju, napokon ce se nuzno naci posljed- 
nji kvocijent koji ce biti prost broj, i broj a 
je napisan u obliku produkta prostih faktora. 

Prosti faktori nisu nuzno razliciti; ako gru- 
piramo sve one koji su jednaki, dobivamo 
konacno izraz oblika 

a = pf'pftpf* . . . 

gdje su p ls p 2 y p 3 >--- iazliciti faktori, e, 
znaci broj prostih faktora jednaki p 19 e 2 broj 
prostih faktora jednakih p 2 itd. 

Kazemo da smo rastavili broj a u proste 
faktore. 

Mjesto da pocnemo s prostim faktorom p l 
i da pisemo a = p x q x mogli bismo poci od 
drugog kojeg prostog faktora npr od p 3 i pi- 
sati a — p z q' i slicno onda dalje zakljucivati. 
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Nista nam unaprijed ne hazuje da bismo mo - 
rali u oba slucaja dobili iste proste faktore . 

Neka je 

a = p*' p 2 e * p** . . . 
drugi jedan rastvor u proste faktore. 

Kako je p x mjera desne strane mora biti 
i mjera lijeve strane, dakle svaki prosti faktor 
desne strane mora se naci u lijevoj strani i 
obrnuto svaki prosti faktor lijeve strane mora 
se naci izmcdu onih na desnoj strani. Tako 
oba rastvora sadrze iste proste faktore. 

Oni bi se mogli razlikovati jedino ekspo- 
nentima till faktora. Neka su dakle 

Pi l Pi 2 Pz * . . . = Pi' Pi' Pi* • . . 

oba rastvora. 

Uzmimo da je e l > e x : ako podijelimo 
obje strane s p x e i imamo 

Pi'~ e ' Pt-P** • • • = Pi* Pi* . . . 

Prema tomu bi se p x nalazio u lijevoj stra- 
ni a ne bi se nalazio u desnoj, sto je nemo- 
guce. 

Slicno e L < e x dovodi do nemogucnosti, 
jer ako podijelimo obje strane s p x °\ , dobili 
bismo 

Pi'P ** = P\' - ex P*Pi z . . . ; 

dakle mora biti e x = e x . 

Slicno se zakljucuje za ostale eksponente. 
Prema tomu mozemo izreci poucak: 

Svaki se slozeni broj dade rastaviti u proste 
faktore samo na jedan jedini nacin. 

Prakticna metoda za rastavljanje brojcva u 
proste faktore nam je poznata; znamo npr. 
kako se nalazi da je 2520 — 2 :i • 3 2 • 5 • 7. 
Spomenimo medutim da se ta metoda moze 
znatno pojednostavniti. 

Primjer. Neka se npr. 700 000 rastavi u 
proste faktore. Imamo 

700000 = 7 • 10 5 = 7 • (2 • 5) 5 = 2 5 . 5 5 . 7. 

Lako se mozemo uvjeriti da ona dovodi 
do istog rezultata kao i opcenita metoda i to 
zbog toga sto se slozeni brojevi dadu rasta- 
viti u proste faktore na jedan jedini nacin. 

Kosa projekcija 

(Nastavak) 

6. Nacrtaj tetrakisheksaedar u kosoj pro- 
jekciji (a = 30° prikr. 1 / 3 ). (ovakvo tijelo na- 
staje iz kocke tako, da na svaku pobocnu plohu 
kocke stavimo uspravnu piramidu) (si. 12.) 

Nacrtamo koordinatni sustav Oxzy fa ^30°) 
u tom sustavu nacrtamo kocku 1230 4567 
tako da je 01 trecina od 03. Dijagonale koc- 



ke 34 i 27 daju srediste kocke 5. Dijagonale 
pobocki 26 i 35 te 02 i 13 i konacno 24 i 15 
daju sredista desne pobocke (A) donje pobo- 
cke (B) i prednje pobocke (C). — Spojnice 




SA , SB i SC daju pravce u kojima su vrhovi 
piramida. Na pravcu 5 C uzimam po volji 
tocku R kao vrh piramide na prednjoj pobo- 
cki i spojim ga sa 1254. — Duzinu RC pre- 
nesem triput na SA od A desno i dobijem P 
a to je vrh desne piramide koji spojen s 2, 
3, 6, 5 daje desnu piramidu. — Konacno na 
pravac SB od B prenesem trostruki RC i do- 
bijem vrh donje piramide koji spojen sa 123 O 
daje sliku dome piramide. Iz SP, SA i SR 
prenosenjem na suprotne strane dobijem vr- 
hove suprotnih piramida a ovi spojeni sa vrho- 
vima pripadnih pobocki daju slike piramida. 
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7. Prikazi rombski dodekacdar u kosoj pro- 
jekciji (si. 13.) ako je a = 30° prikrata 1 / 3 
(U prosloj slid nacrtani tctrakisheksaedar pre- 
lazi u rombski dodekaedar, ako je visina svake 
piramidc jednaka polovici brida kocke. Obje 
pobocke dviju susjcdnih piramida padaju on- 
da u jednu ravninu tako da se broj pobocaka 
svodi sa 24 — tetrakisheksaedra — na 12.) 

Rjesenje: Kao u si. 12. nacrtamo koordi- 
natni sustav Oxyz i u njemu kocku 0 1234 
567. Slicno dobijem tacke 5 (srediste kocke) 
ABC (sredista pobocaka) i RPQ (vrhove pira- 
mide) samo za visinu piramide uzimam pola 
brida kocke. Tako je SC = RC i SA = AP. 
Iz SP, SQ i SR dobili smo vrhove suprotnih 
piramida. — Dobiveni vrhovi spojeni sa uglo- 
vima kocke daju sliku rombskog dodekaedra. 

Zadaci. 1. Nacrtaj kosu projekciju kvadra- 
ticne prizme (a = 4 cm, v — 6 cm) kojoj je 
baza u ravnini a) xy (^i)j b) xz (tt s ) c ) yz (tc 3 ). 
— (a = 45°, prikr. 1/2). 

2. Nacrtaj kosu projekciju pravilnu sesto- 
rostrane piramide kojoj je osnovka u ravnini 
a ) xy . b) yz ), c) xz ako je oc = 30 prikr. 
1/2 a osnovni brid piramide a — 3 cm i 
v — 5 cm. 



Tacka prostora (A) je odredena ako je ve- 
zana za stalan pravokutni koordinatni sustav 

(vidi A, A’, A", A'"). 

Ona je daleko od ravnine tt 3 ( yz ) u smjeru 
osi x za apscisu x (ovdje 2), u sm,eru osi V 
daleko je od ravnine tt 2 (xz) za ordinatu y 
(ovdje 3), a u smjeru osi z daleko je od rav- 
nine (xy) za aplikatu z (ovdje 4) te je A' 
kosi tlocrt. A” je nacrt a A 77 ’ kosi bokocrt. 






y 



A 



Ako zaokrcnemo ravninu oko osi x 



3. Nacrtaj kosu projekciju opeke (cigle) 
kojoj su najduzi bridovi usporedni s osi x 
(a = 30° prikr. 2/3, mjerilo 1 : 5). 

4. Nacrtaj kosu projekciju kocke (a = 45 , 
prikr. 1/2, a = 5 cm); nadi sredista svih bri- 
dova i spoji sredista na istoj pobocki; ako 
odbacis dijelove kocke do uglova s kakvim je 
plohama omeden preostali dio kocke? 

5. Prikazi u kosoj projekciji oktaedar (a = 
= 30°, prikr. 1/2, a = 4 cm) odsijeci mu sve 
uglove tako da je svaki brid prikracen pocev 

od vrha do — . S kakvim je plohama ome- 
4 

den preostali dio oktaedra? 

IV. Veza kose i ortogonalne projekcije 

Odredenost tacke u prostoru. — Koordinate 
tacke. Nacrtajmo 3 ravnine medusobno oko- 
mitc (si. 14a). Jednu smo uzeli horizontalno 
( 7 Tj) a druge dvije vertikalno i to jednu fron- 
talno (tt 2 ) a drugu bocno (n 3 ). Tc ravnine 
imaju zajednicku tacku O (prostorni ugao). 
Presjecnice tih ravnina su: os Ox (ili samo x) 
ravnina ^ i tr 2 , os Oy (ili samo y) ravnina 
i tr 3 a os 0 z (ili samo z) ravnina 7t 2 i 7 t 3 . 
Ta tri pravca (Ox, Oy, Oz) cine pravokutni 
koordinatni sustav. 



do tc 2 onda ~A' dolazi u okomicu A"M na os 
x (vidi si. 14b). Nastaje slika ortogonalne pro- 
jekcije tacke na dvije ravnine i A" (vertikalna 
ili druga projekcija ili nacrt) s A (horizon- 
talna ili prva projekcija ili tlocrt) leze u oko- 
mici na os x. 

Iz navedenoga vidimo da jc tacka A u pro- 
storu odredena sa 3 broja (2 = x, 3 = y, 
4 = z); oni se zovu koordinate a zadaju se 
ovako: A (2, 3, 4). 




Prvi broj nanosi se po osi x od pocetka O 
do M. Drugi broj nanosimo u smjeru osi y 
i to (od osi x) dolje, a treci broj ide u smjeru 
osi s (od osi x) i to gore — (ako bi koji od 
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tih brojeva bio negativan nanosio bi ga od 
oznacena mjcsta na suprotnu stranu) 

Vjezba: Nacrtaj tacke prostora u ortogo- 
nalnoj projekciji: A (3, 2, 2,5), B ( — 2, 4, 3), 
C (0, 1, 3) (si. 15). Uzmem os x i na njoj 
tacku O (pocetak). — Tacki A apscisa x = 3 
i od O odmjcrim 3 po osi .r do tacke M. 
Povucem okomicu na os x u tacki M. — Pre- 
mia dolje nanesem od osi x ordinatu y = 2 
na tu okomicu i imam A'> a prema gore na- 
nesem od osi * aplikatu 2 : = 2,5 i dobivam 
A". Slicno radim za tacku B( — 2 = x, 4=y, 
3 = z) i za tacku C (0 = x, 1 = y, 3 = z). 

1. Zadana je tacka A u kosoj projekciji; 
prenesi je u ortogonalnu projekciju (si. 16). 
Neka je koordinatni sis tern x, y i z, a uzeta 
je os y uz a == 45° i prikrata je 1/2. U nje- 
mu smo uzeli tacku A ( A , A' i A"). Da pre- 
dem u ortogonalnu projekciju treba ravninu 
xy oko osi x zaokrenuti u tt 2 (xz). Produzim 
ordinalu iz A" preko K i odmierim od K na 

nju 2 KA' (jer je KA' pola originalne velicine) 
i dobivam A' a to je trazeno jer A' A" su or- 
togonalna projekcija tacke A . 




Vazan je trokut KA'A' i u njemu smjer 
A' A'. — Za svaku novu tacku ne moramo 
vise mjeriti nego jednostavno iz kosog tlocrta 

povuci paralelu sa smjerom A' A' i ta nam 
daje tlocrt u ortogonalnoj projekciji (kao npr. 

za tacku B gdje smo iz B' pomocu paralele 
dobiti B'). 



Navedeni trokut KA'A ' zovu i odredbeni tro- 
kut. Sluzi nam da pomocu njega iz kosog 
tlocrta dobivamo ortogonalni tlocrt tacke i to 
ne posebnim mjerenjem za svaku novu tacku 

nego povlacenjem paralele sa smjerom A'A f 
iz kosog tlocrta. 

S mjerenjem imamo posla samo za prvu 
tacku ( A ) dok nismo nasli odredbeni trokut. 

2. Zadana je u ortogonalnoj projekciji tacka 
M (4, 6, 5) ; prenesi je u kosu projekciju 
(a = 30°, prikrata 1/3) (si. 17). 




Uzmem os x i na nju okomito os y i z. 

Iz koordinata M (4, 6, 5) dobijern M' i M 

Da predem u kosu projekciju uzmem kroz 
O os y pod 30° prema + x. — Kroz K po- 
vucem paralelu sa osi y i odmjcrim na nju 
od K duzinu 1/3 KM' sto mi daje M\ U AT 
povucem paralelu sa osi 2 a iz M" paralelu 
sa y. — Sjeciste ovih paralela je kosa pro- 
jekcija tacke M. I ovdje upozoravamo na 
vazni odredbeni trokut KM' M' i u njemu 
smjer M'M Z& svaku dalnju tacku ne mo- 
ramo vise odmjeravati nego jednostavno iz 
tlocrta u ortogonalnoj projekciji povuccmo 
paralelu sa smjerom M'M' i ta nam daje 
tlocrt u kosoj projekciji (kao npr. za tocku 

N gdje smo iz N' pomocu paralele sa M'M' 
dobili N'. 

3. Zadana je pravilna cetvorostrana pira- 
mida (s bazom u 7 ^) u ortogonalnoj projek- 
ciji; nacrtaj njezinu sliku u kavalirskoj per- 
spektivi na temelju tlocrta i naerta (si. 18). 
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Povucemo os x i na nju okomicu u tacki 
O. To su osi y i z. Zatim konstruirain kva- 
drat A'B'C'D' i on s dijagonalama je tlocrt 
piramide. Iz tlocrta uzmem nacrt. Time je 
zadatak postavljen. 




Uzmem os y pod 45° prema + x. Iz 
C" povucem paralelu s 3 / i prenesem BC 
na C"C i dobijem vrh C. Trokut C'C"C je 
odredbeni. — Paraleia iz B' sa C'C daje B. 
Dalje povucem paralelu iz A" II yJL iz A i D 
l| sa C'C , to daj cA i D. Spojene A B CD daju 
kosi tlocrt baze piramide. U sjecistu dijago- 
nala je V' a u II sa 2 : je V gdje se ova sijece 
sa || iz V" sa ~y. — Spojnice V sa vrhovima 
baze su pobocni bridovi piramide. 

4. Zadana je kruznica u 7 ^ sa sredistcm 
5(6, 6, 0) i r — 2 cm; prikazi joj kosu sliku 
ako je a = 30°, a prikrata je 1 (si. 19). 




Rjesenje: Povucem Ox i iz S (6, 6, 0) do- 
bijem S' i S". — Uzmem u sestar 2 cm i 
. opisem kruzniou oko S' (to je k') a K je 
u osi x (jer je kruznica u 7 ^). Uzmem kroz 
O ~y pod 30° prema + *. Oznacim tacke A, 
B , C, D, 1, 2, 3, 4 u obje projekcije. Kroz 

S" || y i 5 "S' prenesem na S"S. — U tro- 
kutu S'S /7 S vazan mi je smjer S'S. Paralele 
s tim iz prvih projekcija ( A'B ' ... T2' . . .) daju 
na paralelama iz drugih projekcija (A''B^... 
\"2" . . .) sa ~y kose slike tacaka (A, B... 

I ? 2 . . .). — Dijametri AC i BD su za elipsu 
konjugirani i iz njih se moze konstruirati 
e lipsu. — Mozemo naci i jos nekoliko tacaka 
(kao T, 2 . . .) pa izvuci elipsu. Kosa slika 
kruznice je elipsa. (Trokut 5 r *S ' S je odredbeni ). 

5. Zadana je baza pravilne sestorostrane 
prizme (u 7 ^) u ortogonalnoi projekciji; na- 
crtaj sliku prizme u kosoj projekciji na te- 
melju tlocrta i nacrta baze (si. 20) (a — 30% 
prikrata 1/2). — Visina prizme je povoljna. 




Uzmem tacku O i iz nje povucem osi 
y i pod kutom 30° prema + * nacrtam os 3 ;. 

U ravnini 7 ^ nacrtali smo tlocrt baze priz- 
me a to je pravilni sestorokut A'B'C'D'E'F . 
Na osi x je u okomicama nacrt baze 
A" B" C" D" E" F " . 

Da dobijemo kosu projekciju baze najprije 
nacrtamo odredbeni trokut OM'M. (Tacku 

AT uzmem po volji na osi y a OM = - OM 

spojim MM). Yl A"B"C"D" . . . povucem 
paralele sa osi 3 ?, a iz A'B'C'D ' . . . paralele sa 
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M'M. — Sjeciste paralela iz A' A " daje 
kosu sliku A, paralela iz B' i B" sliku B itd. 

ABC ... je kosa projekcija sestorokuta. U 
tim tackama dignem okomice na t ( paralele 
sa z) i prenesem na njih visinu prizme (uzetu 
po volji). — To mi daje tacke G H IJ KL . 
Gornja je osnovka sukladna s donjom i jed- 
nako polozena. 

6. Zadan je uspravni stozac u ortogonalnoj 
projekciji (s bazom u 7 ^); nacrtaj taj stozac 
u kosoj projekciji. (a = 30°, prikrata 2/3) 
(si. 21). Uzmem ta*ku O i iz nje povucem 
osi x, z, y i pod kutom 30° prema + x na- 

crtam os y . 




Tlocrt baze stosca je kruznica oko S' a 
nacrt baze je u osi x. Vrh stosca ima tlocrt 
V' u S' a nacrt V" iznad S". 

Iz OK' na osi y dobijem OK -j 0K ) 

a spojnica K'K zatvara odredbeni trokut 
OK'K. — Odaberem u tlocrtu baze okomite 
diametre kruznice A'B' i C'D' i oznacim na 
osi x druge projekcije A"B"C"D" . Da do- 
bijem kosu projekciju osnovnog kruga (koji 
cemo najprije nacrtati) povucem iz A"B"S"- 
C"D" paralele sa osi y> a iz A'B' S' C'D' pa- 
ralele sa K'K. — Sjecista pripadnih paralela 
daju ABSCD. — U S povucem paralelu sa 
osi 2 a iz V" paralelu sa osi y i u sjecistu 

je V (kosa slika vrha stosca). — AB i CD 
su konjugirani dijametri elipse: konstruiram 
elipsu iz dijametara, a s vrha V povucem tan- 
gente na elipsu. 



Vjezbe za ucenike 8. raz. osnovne 
skole i 1. raz. srednje skole 

Rastavi u faktore: 

1. I = (3x — 2) 2 — 4 (lx + 3) 2 . 

Po formuli za razliku kvadrata a 2 — b 2 = 
= (a + b) (a — b) mozemo pisati, ako stavimo 
a = 3x — 2, b = 2 (lx + 3) = 4x + 6. 

7 = (3x — 2 + 4x + 6) (3x — 2 — 4x — 6) = 

= (lx + 4) (— x — 8) = — (x + 8) ( lx + 4). 

2 > I = 6ab — 9b — 4a + 6. 

/ = 3b (2a — 3) — 2 (2a — 3) = 

= (2a — 3) (36 — 2). 

3. I = x 3 + 3x 2 — 9x — 27. 

I = x* (x + 3) — 9(x + 3) = 

= (jc + 3) (x 2 — 9) = (x + 3) 2 (x — 3). 

4. I = a 2 — b 2 — c 2 + 2 be. 

I = a 2 — (b 2 — 2bc + c 2 ) = a 2 —(b—c f = 
= [* + (&_ c)] [a — (b — c)] = 

= (a + b — c) (a — b + c). 

5. I = ab (x 2 4- y 2 ) + xy {a 2 + b 2 ). 

I = abx 2 + aby 2 + a 2 xy + b 2 xy = 

= ax (bx + ay) + by (ay + bx) = 

= (bx + ay) (ax + by). 

6. / = (ab + l) 2 — (a + 6) 2 . 

I = (afr + 1 + a + 6) (a6 + 1 — a — b) = 
= [a (6+ 1) + b-\- 1] [a (b — 1) — (b 1)] — 
= (6+ l)(a+ l)(b—l)(a—l). 

7. / = ( x — 1) (x — 2) (x—3) + 

+ (x — l)(x — 2) — (x — 1). 

/ = (x— l)[(x — 2)(x — 3) + x — 2— 1] 
/ = (x — 1) [(x — 2) (x — 3 + 1) — 1] 

/ = (*— 1)[(* — 2) 2 — 1] 

I = (x — 1) (x — 2 + 1) (x — 2 — 1) * 

= (x — l) 2 (x — 3). 

8. / = a 3 (b — c) + b* (c — a) + c* (a — b). 
7 = a 3 (b — c) — a (b 3 — c 3 ) + be (b 2 — c 2 ) 
7 = (6 — c) [a 3 — a (6 2 + 6c + c 2 ) + 

+ be (b + c )] 

Izraz u uglatoj zagradi jednak je 
a 3 — ab 2 — abc + b 2 c — ac 2 + be 2 = 

= a (a 2 — 6 2 ) — 6c (a — b) — c 2 (a — b) = 
= (a — b) (a 2 4- ab — be — c 2 ) = 

= (a — 6) (a 2 — c 2 + ab — be) — 

= (a — 6) [a 2 — c 2 4- 6 (a — c)] = 

= (a — b) (a — c)(a + c + b). 

Zato je 

7 = (a — b) (b — c) (a — c) (a + b 4- c). 

9. Dijeljenjem nalazimo: 

(a 3 4* 6 3 + c 3 — 3 abc) : (a + b + c) = 

= a 2 4- b 2 4- c 2 — ab — ac — be. 

Odatle izlazi 

a 3 + b 3 + c 3 — 3 abc = 

= (a + b 4- c) (a 2 4- b 2 + c 2 — ab — ac — be). 
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= — [(a — b) 2 + (a — c) 2 + (b — c) 2 ]. 



Na osnovu ove formule rastavi u faktore: 

1) a 3 + b 3 — c 3 + 3 abc, 

2) 8a: 8 — 1 —y* — 6xy. 

Nalazimo 

a 3 + b 3 — c 3 4- 3ata = a 3 + + ( — c ) 3 — 

— 3 ab (— c) = (a + b — c) (a 2 + b 2 + c 2 — 

— ab + ac 4" be )j 

8a 3 _ 1 — y — 6 xy = (2a) 3 + (— l) 3 + 

+ (—y) 2 — 3 (2a) (— 1; (—30 = (2a — 1 — 
— J,) (4a 2 + l+ y*.+ 2x + 2 xy —y). 

Kako je 

a 2 -f b 2 4- c 2 — ab — ac — be = 

1 

T 

to je takoder 

a 3 _|_ £3 c 3 3 a ^ c = 

= 1 (a -f- b + c) [( a — b) 2 + (b — c) 2 + (c a) 2 ]. 
2 

Pokazi rastavljanjem u faktore da je 

10 . (a 4 — 2 a 2 6 2 — 6 4 ) 2 — 4a 4 6 4 = 

= (a — b)(a + b ) (a 2 + 6 2 ) (a 4 — 4a 2 6 2 — 6 4 ). 

11. (a + b) 2 — (c + dy + (a + c) 2 

_ (b + dy = 2 (a — d) (a + b + c + d). 

Izracunaj na najbrzi nacin: 

12. a) 99999* — 1, 6) 249 2 — 49% 
c) 364 2 — 64 2 , <7) 1001 2 — 1, 

a) 100 000 • 99 998 = 9 999 800 000, 

b) 298 • 200 = 59 600, 

c) 300 • 428 = 128400, 

d) 1002 • 1000 = 1002000. 

Skrati razlomke: 

• 4 a~b + 4 a 2 6 2 



13. 7 = 



7 = 



a 4 — 4a 2 6 2 
a 1 (a 2 — 4 ab + 46 2 ) 



a 2 (a 2 — 4 6 2 ) 
(a — 26) 2 



14. / = 



7 = 



a->Q.b 

(a — 26) (a + 2b) ~ a + 2b ’ 

m 2 p 2 + w 2 <? 2 — w 2 p 2 — m-y 

(m + ft) 1 ( p — tf) 2 
p 2 (w 2 — n 2 ) + <7 2 (w 2 — w 2 ) _ 
(m + «) 2 (p — qy 



(m* — «) 2 ) (p- — ? 2 ) _ (»» — ») (P + 9) 

' ' (m + ny (p + tf ~ ~ \m + n)(p — q ) * 
(*+ 1)« — (* — 1 ) 4 _ 

8 a: 5 + 16a: 3 4~ 8 a: 

[(X+ l) 2 + (X — l) 2 ] K* + l) 2 — (x— 1) 2 1 
" 8x ( x 4 + 2x 2 + 1) 

(x 2 + 1) j_2xj_2 = __ 1 _ 

8x (x 2 + l) 2 2 (x 2 + 1) 



Izracunaj : 

4 3 Sx 

6.v — 1 6 a ; 1 36a - 1 

24 a 4-4 — 18a 4- 3 4- 8 a = 

“ 36x 2 — 1 

14a 4-7 7 (2a 4- 1) 

36a 2 — 1 



16. / = 



I = 



1 

17 / — 

\2ab — 4b 2 



36a 2 — 1 

1 



18a 2 4- 6a6 



r + 



" r 54a s — 6 ab 2 

12 ab — 4 b 2 = 4 b (3a — b\ 18 a 2 4- 6a& = 

= 6a (3a 4- by 54 a 3 — 6afc 2 = 6a (9a 2 b 2 )> 

v = \2 ab (9a 2 — b 2 ). 

3 a (3a 4- fe) *4- 2^ (3a 4~ 2 b ^ 

1 = 12ai> (9o 2_ — i*) 

9a (a + b) _ 3 (a — 6) 

= 12a6 (9a 2 — T 2 ) _ 46 (9a 2 — 6 2 ) ' 

/ 16a* 1 6a 2 \ . 64a 2 

'• I6a*+8a+l/ "64a* ( 1 



18 



7 = 



1 6a 2 t 8a 
16a 2 (4a + 1) — 16a 2 (4a —1 ) _ 



(4a + l) 2 (4a — 1) 

64a 2 32a 2 

: 64a 3 ”+l “ (4a + l) 2 (4a— 1) 

(4a + 1) (16a 2 — 4a + 1) _ 16a 2 — 4 a + 1) 
64a 2 2 (16a 2 — 1) 

16x 4 — 1 8x 2 + 2 



19. 7 = 



256x 4 — 36x 2 ‘ 8x + 3 
2x 



( 8 * + 2 ^l) 

16a 4 — 1 



/ = 



8a 4- 3 



4a* (64a 2 — 9) 2 (4a 2 4-1) 

16a 2 — 6a 16a 4 — 1 8a 4- 3 



2 X — 1 4a 2 (64a 2 — 9) 2 (4a 2 -t 1) 

2a (8a — 3) _ 2a 



2a — 1 
Pokazi da je 



4a 2 



1 2a + 1 

— • A = 



4a 



r A — a X a 1 r 1 

20 * [(a + ay (a — a) 2 J l(x 4- a) 2 

JL_ 1 = 2x. 

-ay J 



21 . 



x 2 — a 2 (x ■ 

a 4~ b a ■ b 

a — b a 4 - b 2 (a -\- b) 
- b 2 a — b 

1 



(a + by 



v 



96 



22. -_ 2 — : (-1 L_A = _L . 

1 — x 2 \1 — x 1 4- x) x 






ac 



a J 



a* 

23. 

a 2 c — c 3 a 2 c -{- 2 ac 2 -f c 3 



2c 



24. 



4 - 

c 2 — a 2 


a + c 


x+y , 


x — y 


+ 


— 


x—y 


x+y 


1 


1 


— r + 


— 



0. 



: x 2 — v 2 



3a + 2b 



25. 7a 

6 ab + b 2 18 a 2 — 3 ab 

_ 12a 2 — 2b 2 24a 2 + 6 2 



103a 3 '— 3a& 2 ' 36a 2 6 
_ 18a 2 — 3 ab + 5b 2 
b (b 2 — 36a 2 ) 

1 8a 2 

26. , 1. 



b 3 



27. 



2'(1— a 2 ) 2 

(1 + ay 
x 



— 1 



1 * ■ _ y 

\y x 


+ — 

i + 




-3 y 


x+y 


3x + y 


1 


x — y 


D 


(1 + a 






29. 



+ 



a i — u/ \*ia ft J 

^ 1 4- ^ 1 — a 2 a 1 ^ 1 — a 

* \2— ~2a ~ 2 + 2a ~ a- — 1 / 2 a ~ 

(- 



a: a + b 

b a — b 

b a — b 

— + -TT 
a a + b 



(a — b 

~+b 



a -}- by 


\ ( a -- ~ + il 


\-- ab 1 - 


a 


a — b) 


‘ \ 2ab 1 j 


1 a 2 + b 2 J 


T 



ISPRAVI U PROSLOM BROJU: 

1. U clanku »Ispitivanje strukture kristala 
rentgenskim zrakama«, Mat. fiz. l>t br. L, 
1960./61. na str. 4., tiskarskom pogrcskom za- 
mijenje su medusobno slike 5. i 6. Pod sli- 
kom 5. trcba stoga da pise: »Ogibna slika 
kristalnog praska sulfata«, a pod slikom 6 : 
»Ogibna slika monokromatskih rendgenskih 



zraka na monokristalu zivinog sulfata, koji je 
oscilirao za vrijeme snimanja oko jedne kri- 
stalografske osi«. 

2. Na str. 30 o 7. redak odozgo desno mjesto 
Arandelovic 1 ragutin, Nis, »Svetozar Marko- 
vich treba da bude Arandelovic Dragoljub, 
Svetozarevo, Velickovic Dragutin, Nis, »Sve- 
tozar Markovic«. 



L 



JOS!P GOLDBERG 

(1885—1960) 



U Zagrebu je 15. oktoibra umro dr 
Josip Goldberg, redovni clan Jugosla- 
venske akademije zjnanosti i umjetnosti 
u Zagrebu i sveucilisni profesor u m. 
Roden u Sarajevu, ipolazio je studije na 
beckom univerzitetu i zavrsio ih sa 
doktoratom fizickih nauka. Sluzio je kao 
srednjoskolski profesor u Mostaru, a 
1927. dolazi u Zagreb za opservatora na 
Geofizickom institutu. Poslije oslobode- 
nja postaje redoviti profesor geofizike na 
Prirodoslovno-matematickom fakultetu u 
Zagrebu. J. Goldberg istaknuo se kao 
naucni radnik i kao pedagog. U tna- 
stavnom radu imao je veoma mnogo 
uspjeha i tu su dosle do izrazaja sve 
njegove vrline. Poznati su njegovi udzbe- 
nici fizike i astronomije za srednje skole. 
Organizirao je studij geofizike tako, da 
danas u Zagrebu postoji mogucnost po- 
sebnog studija meteorologije, seizmolo- 
gije, oceanografije i drugih grana geo- 
fizike. Medu najpoznatije njegove naucne 
radove ubrajaju se oceanografski radovi, 
gdje se narocito bavio oscilacijama po- 
vrsine morskih zaljeva i jezera tzv. 
sesime. Jedna od metoda utvrdivanja 
sesa nosi u strucnoj literaturi naziv 
Goldbergova metoda. Pored toga objavio 
je niz naucnih radova iz podrucja me- 
teorologije, fizike i astronomije. Smrcu 
J. Goldberga izgubila je nasa nauka kao 
i prosvjeta jednog od svojih najistaknu- 
tijih radnika, no njegovo ce ime ostati 
kao t raj an spomen ne samo medu nje- 
govim ucenicima nego medu naucnim 
radnicima na podrucju geofizike uopce. 



Branko Maksic 



Matematicna krizanka 

Vinko PotoSnik, 3. r. g. Skofja Loka 

Vodoravno : 

4 

1. Vrednost izraza 2 X+3 ’, & in zustre- 
zajo sistemu enacb: a: -f y + 2 - 
2 J + y—z = — 124, x—y — z = — 29 

5. Vecji koren ena£be 

3 3 ^ 

■j/51 — x — 1' 7 25 — x = V 26 

6. Volumen pravilne ^kvadratne piramide s 

stranskim robom j 7 456, ki je naklonjen 
k osnovki ploskvi za kot 30 

7. Koordinati temena parabole ^ (x, y), ki jo 

doloca funkcija >’ = 6x 2 84x + 315 

28000 10,6 7 — 1 



8 . 



5. Stranica kvadrata, ki je vcrtan v kroini 
izsek s polmerom r = 10 in sredisdmm 
kotom a = 60°, tako da leiita dve ogU56i 
na loku dve pa na polmerih 2 decimalki 
9. Najprej vecji, nato man j si koren enacbe 
— 1095* + 166896 = 0 
11. Volumen kocke, ce je polmer krogle z isto 
povrSino 31,5 \ 6/rc 

13. Ill*" 20 = 1 367 631; x = ? 

14. Volumen kocke, ce je njena povrSina 
73,6428 



_ (zaokro- 

~0fi6 2,005* 3 — 3,001 6,384 — 1 ieno) 

9. Najprej vecji, nato manj5i koren (abso- 
lutna vrednost) enacbe x*—85x +3 24-u 
6 

10. ]/l39 314 069 504 

12 Kub ploScine trikotnika, ki ima ogliSca 
’ A (2, 2), B (20, 4), C (10, 10) 

15. I 2 + 2 2 + 3 2 + • • • + 98 2 + 99 2 

17. Stevilo stranic v mnogokotniku, ki ima 
2925 diagonal 

19. Rob oktaedra, ki ima volumen 4913 \ 2/3 

20. Maksimum funkcije y = ax 2 +bx + c, ka- 
tere krivulja gre skozi tocke 

M l (1, 54), AT, (10, 45), M t ( 13, 6) 

21. Krozni lok s kotom 270°, Ce je plogcina 
krogu vcrtanega enakostrani£nega triko 

nika 63948 ]/ 3 fa 2 

22 Najprej polmer vecje, nato polmer manjse 
krogle, katerih prostornini sta v razmerju 
8 : 125, vsota polmerov obeh krogel pa je 
za 4 vecja od polmera vecje krogle 




106 260 

18. Volumen pokoncne tristranicne prizme, 
katere osnovna ploskev meri 420 stranske 
ploskve pa 50,78 in 112 

22. Vrednost izraza a 4 -f* 10 a 2 + a > ^e a za 
dovoljuje relacijo 





23. 1/995,4 = 1,4122; x = ? 

24 Vsota volumna pravilne Stiristranicne pi- 
ramide, ki je vcrtana enakostramcnemu 
Stoicu z viSino « = 2 / 3, in volumna 
pravilne tristranicne piramide, ki je ocr- 
tana istemu stozcu (5 natacmh Stev.) 



Navpicno : 



1. Vrednost za x, y> z in m, £e je. 

* + y + z + m = 48, 4x — 3y + z = 4, 
y + z — 4u = 8, 4x + y — 2 u — 3 

2. 10* = 1,3366; * = ? _ o 

3. Osnovnica trapeza (c=52, d= 5, a = 90 ), 
ki tvori ob zavrtitvi okrog stranice a vr- 
tenino z volumnom I688O71 

4. Naravni logaritem Stevila 306,393 



Rjesenje postati do 25 II. 1961. Na ku- 
verti naznaciti: »Matematicna krizanka«. 
Izmedu ucenika, koji pravilno rije§e kri- 
zaljku, zdrijebom ce se odrediti njih 10 
i nagraditi matematickim knjigama. Rje- 
senje krizaljke objavit ce se u narednom 
brojii. . 

Krizaljka se ne mora izrezivati; do- 
voljno je rjesenje na posebnom papiru, 
citljivo potpisanom. 



Mali rjecnik: ce = ako; dolociti = odrediti; 
gre = ide, prolazi ; krogla = kugla, l°Pta ^ na ~ 
tancni — tacan; ocrtani = opisani; oglisce — 
vrh; ploskev = ploha; pokoncen = uspravan; 
rob = brid, ivica; skozi = kroz; Stevilo — broj , 
ustrezati = zadovoljavati; vcrtani — upisam; 
vrtenina = rotaciono tijelo; vsota = suma. 



r 



Rjesenje ukrstenice iz br. 1. i nagradeni rjesavaoci 

Knjigom Mintakovic: Kompleksni brojevi na- 
gradeni su: 

1. Andric Pero, 4. r. g. Visoko 

2. Brisar Ladislav, 3. b r. g. Jesenice 

3. Draganic Damir, 4. c r. g. Slav. Pozega 

4. Fale Branko, 4. r. g, Celje 

5. Maiinovic Ante, 4. g. r. 7. g. Zagreb 

6. Mrtuha Franjo, 4. r. g. Visoko 

7. Stankovic Duro, 4. c r. g. Slafv. Pozega 

8. Sisic Dragoslav, 4, b r. g. Titovo U2ice 

9. Tomasic Marijan, 4. c r. g. Celje 

10. Vucak Stefan, 4. a r. g. Murska Sobota 



Vodoravno : 


U spravno : 


2 — 0,80593 


1 — 


0,10045 


6 — 1371 


2 — 


0,734 


8 — 4;3 


3 — 


8,1 


9 — 0,23 


4 — 


544 


10 — 1480 


5 — 


9380 


12 — 48; 3 


7 — 


32 


14 — 0,7 


10 — 


139 


15 — 41 


11 — 


0,75135 


17 — 191 


13 — 


814 


19 — 504,4 


16 — 


1064 


21 — 911 


18 — 


19,31 


23 — 66 


20 — 


461 


24 — 83; 93 


22 — 


19 


25 — 0,41921 


24 — 


8;2 



IZDAVACKO PODUZECE »SKOLSKA KNJIGAk, ZAGREB 

uz suradnju druStva matematicara i fiziCara nrh 

IZDAJE BIBLIOTEKU ZA UCENIKE GIMNAZIJA I SRODNIH SfCOLA 

MATERIJA I BROJ 

Do sada izaslo: 

1. I. SMOLEC: Matematika i stvarnost Din 250*— 

2. D. KUREPA: Skupovi > 340*-— 

3. F. HRABAK: U svijetu matematickih pojmova i simboia . .* ” 260*— 

4. V. VRANIC — V. SERDAR: Statisti2ke metode 320*— 

5. S. MINTAKOVIC: Kompleksni brojevi ” 320*— 

Knjige se narucuju kod poduzeca »SKOLSKA KNJIGA«, Zagreb, llica 28. — 2iro 
racun kod Komunalne banke Zagreb 400-703-1-1026. 



Na upite mnogih aitalaca obavjesavamo da se knjizice »MATEMATICKE 
BIBLIOTEKE« naru<5uju kod ovih knjizara: 

1. Jugoslovenska knjiga, prodavnica, Beograd, Knez Mihailova 2 

2. Knjizara »NauCna knjiga«, Beograd, Knez Mihailova 40. 



Savez Drustava matematicara i fizidara FNRJ izdaje dasopis 

NASTAVA MATEMATIKE I FIZIKE 

Pretplata iznosi za dlanove druHava matematicara i fizicara 
300 Din, a za skole i biblioteke 400 Din. Pretplatu i narudzbe 
slati (sa naznakom za dasopis »Nastava mat. i fiz.«) na ziro 
radun »Nastave matematike i fizike« 101-701-5-1262, Beograd 



DRUSTVO MATEMATICARA I FIZICARA NR HRVATSKE IZDAJE CASOPIS 

GLASNIK 

MATEMATlCKO-FIZlCKI I ASTRONOMSKI 

Godisnja pretplata iznosi Din 600, za ustanove Din 1000 i salje se na administraciju 
GLASNIKA: Hrvatsko prirodoslovno druStvo — Zagreb, llica 16/III. 

~ Cekovni rafiun 400-73-3-1077 za DruStvo matematifiara i fizicara NRH 

GodlSnja Clanarina za DruStvo je Din 300. - Clanovl prlmaju Glasnik uz nadoplatu Din 300 



